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Preambulo

La loteria es un impuesto para
aquellos que no saben de estadistica.

La Mecanica Estadistica surge a finales del siglo XIX como resultado del es-
fuerzo de Ludwig Boltzmann para obtener la Termodindmica, rama central del
conocimiento humano desarrollada a lo largo de ese siglo, a partir de la Mecéa-
nica newtoniana. La imposibilidad de la reduccién de aquella a ésta llevé a la
formulacion de la teoria cinética primero (1872-1875) y de la Mecénica Estadis-
tica después, con la formulaciéon del hoy denominado principio de Boltzmann
(1877), que conecta el recuento de estados microscépicos con la entropia ter-
modinamica. La necesidad de introduccién de la probabilidad en la estructura
legislativa basica de la Fisica para la descripcién de los microestados de un sis-
tema macroscopico, junto con la hipotesis atomista subyacente al formalismo,
supusieron un seismo en la ciencia de la época y le acarrearon al genio aus-
triaco no pocos problemas con la academia de su tiempo. No obstante, con los
anos ambas habrian de probarse ciertas, e incluso podemos rastrear su efecto
en el surgimiento una década después de la Mecanica Cuantica de la mano de
Max Planck, que lleva la probabilidad hasta la descripcion mecénica misma.
Sin temor a exagerar, podemos decir que conjuntamente suponen el paradigma
bésico de la Fisica contemporanea, pues permiten la descripcién mecanica de
los constituyentes de un sistema y la obtencién posterior de la fenomenologia
termodindmica que se sigue de aquella. O, inversamente, podriamos ver que la
Mecénica estadistica permite una fundamentaciéon mecanico-microscépica de la
fenomenologia termodinamica. En cualquier caso, la disciplina ocupa un papel
central en la Fisica al permitir conectar los dos mundos, el microscopico, reino
de la turbulencia, del azar y la incertidumbre, y el macroscépico que se nos
manifiesta con apariencia de orden y estabilidad.

La obra que tiene entre sus manos es el resultado de més de veinte afos de
docencia del profesor Luis Miguel Varela en las materias de Fisica Estadistica,
primero, y Mecénica Estadistica después, en el grado en Fisica de la Universidad
de Santiago de Compostela, ademés de los correspondientes cursos avanzados
de master en la misma universidad. Es por ello por lo que pretende llevar al
lector, que sin duda serd mayoritariamente alumno de alguna titulaciéon uni-
versitaria, desde los fundamentos de la disciplina, hasta sofisticados problemas
de respuesta de sistemas fuera del equilibrio. Desde el hecho basico de que ha
de tratarse el estado y evolucién microscépicas de un sistema fisico como un
suceso y un proceso aleatorios, hasta la respuesta lineal de un superconductor.
Y ello siguiendo un camino poco convencional para lo que son los manuales



clasicos de la disciplina, especialmente en lengua espafiola, al introducir las co-
lectividades a partir de la ecuacién maestra o del principio de entropia maxima
de la teoria de la informacién, y no limitarnos al mas usual método axiomatico.
Naturalmente, incluye el tratamiento de sistemas ideales y reales, localizados
y no localizados, en su parte de equilibrio, con un sistematico enfoque en las
teorias de campo medio incluyendo la teoria de Ginzburg-Landau y su aplica-
cién a superfluidos neutros y cargados, ademéas de la descripcién microscopica
de estas mediante la teoria de Bogoliubov de liquidos cuanticos. La descripcion
de sistemas reales en red y del grupo de normalizacién da paso a la parte de
sistemas fuera del equilibrio en la que la breve, pero rigurosa, introduccién de
la termodindmica de procesos irreversibles antecede a la teoria de la respuesta
lineal presentada de modo general con la teoria de Green-Kubo y el teorema
de fluctuacion-disipacién de Callen-Welton. Las aplicaciones de esta ultima a
diferentes sistemas cierran la obra y dan paso a apéndices fisicos y matematicos
que se esperan de utilidad para el lector.

No podemos concluir este predmbulo sin agradecer a multiples personas
que esta obra haya llegado a su conclusién. En primer lugar, a los diferentes
miembros que han pasado por el equipo tedrico-computacional del grupo de
investigacion Nafomat, comenzando por los que fueron nuestros maestros y
amigos Prof. Luis Javier Gallego del Hoyo, Prof. Julio R. Rodriguez Gonzalez
y Prof. Manuel Garcia Sdnchez. Tampoco podemos olvidar a los innumerables
alumnos que han pasado por las aulas de Licenciatura, Grado y Master en la
USC que han ayudado a pulir las notas de clase a lo largo de los afios, y al-
gunos, incluso, a mecanografiarlas con gran amabilidad y entusiasmo. Ha sido
un privilegio ayudar a que entiendan hoy, queremos pensar, algo mejor una
disciplina de la enorme complejidad de ésta. Y es justo reconocer que nosotros
aprendimos de ellos casi tanto como ellos lo han podido hacer de nosotros. Fi-
nalmente, queremos agradecer su colaboracion al Prof. Javier Castro Paredes
del Area de Electromagnetismo. La atenta y detallada lectura de nuestra obra
por parte de alguien con su inigualable conocimiento enciclopédico de la lite-
ratura de este y otros campos, ha resultado fundamental para asegurarnos del
resultado final que ahora le ofrecemos.

Santiago de Compostela, seis de mayo de 2024.
Luis M. Varela

Hadrian Montes

Trinidad Méndez
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Introduccion






Capitulo 1

Introduccion

Como ha quedado dicho en el prefacio de esta obra, el objetivo central de la
mecanica estadistica es la obtencion de la Termodindmica de sistemas macros-
cépicos a partir del comportamiento de sus constituyentes. Naturalmente, la
descripcion del estado de un sistema fisico macroscépico a nivel microscédpico
exige la especificaciéon detallada del estado mecdnico de sus constituyentes, lo
que, dependiendo de las condiciones de temperatura y densidad del sistema,
podra hacerse en el formalismo de la mecanica clasica o exigird el uso de la
mecanica cuantica. Realizamos a continuacién un breve resumen de la descrip-
cién de sistemas mecanicos en ambos formalismos, analizando en especial las
condiciones de validez de la descripcion clasica de los estado mecanicos de par-
ticula, asi como una breve introduccién al formalismo termodinamico que serd
de gran utilidad en el desarrollo posterior de la obra.

1.1. Descripcion cuantica de los microestados
de un sistema fisico

Como veremos en el tema siguiente, un conocimiento adecuado de las pro-
piedades estadisticas de un sistema macroscépico se fundamenta en una des-
cripcién precisa de los microestados del mismo, i.e., del estado mecanico de
las particulas constituyentes del sistema, que, en el momento actual de desa-
rrollo de nuestro conocimiento de la realidad fisica, sabemos que es intrinse-
camente cudntica. Las principales diferencias del formalismo de la Mecéanica
Cuantica respecto a su homoélogo clasico son las derivadas de los principios
de indeterminacién e indistinguibilidad de particulas idénticas.! El hecho de
que en un sistema cuéntico no podamos definir la trayectoria de una particu-
la -consecuencia principal del principio de indeterminacién- provoca profundos
cambios en la descripcién de sus estados dindmicos. Esta descripciéon debe ha-
cerse en los términos probabilisticos establecidos en la funcién de onda? o en el
operador densidad, abandonando la descripcion basada en el espacio fasico de

1Veremos posteriormente que ambos principios se encuentran muy relacionados.
2Interpretacién de Born de la funcién de onda.

15
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la Mecanica Clasica, que presupone el conocimiento simultdneo de observables
incompatibles (posicién y momento de cada una de las particulas del sistema).
Como condicién de coherencia, el principio de correspondencia establece que el
formalismo cudntico debe recuperar la Mecanica Clasica en el limite de altos
ndmeros cudnticos, en el que se difumina la cuantizacién de la accién (h — 0)
caracteristica de la teoria cudntica.

En el caso cuantico una descripcion clasica, basada en el conocimiento simul-
taneo de pares de variables canénicas conjugadas con una precisién ilimitada no
es posible debido a las limitaciones impuestas por el principio de indetermina-
cién de Heisenberg, siendo necesario en cada instante de tiempo especificar la
funcién de onda, en el caso de estados puros del sistema, o la funcién densidad
en el caso de estados mezcla del sistema en dicho instante. Entendemos por
estado puro aquel para el cual conocemos toda la informacién necesaria para
su descripcién en un determinado instante de tiempo, de tal modo que pode-
mos especificar de manera completa el conjunto de autovalores de un conjunto
completo de observables compatibles y por lo tanto podemos asociarle una de-
terminada funcién de onda en términos de las variables de las N particulas
del sistema, 9 (&1...£n), 0 equivalentemente un estado cudntico |¢). En cambio
un estado mezcla es aquel para el que disponemos tnicamente de informacion
incompleta, por lo que hemos de acudir a la probabilidad para la descripcion
del mismo. El sistema puede encontrarse en uno de los estados del conjunto
{l i) };c; con una probabilidad {P;},.; / > .c; Pi =1, i.e. el estado concreto
del sistema fisico es un suceso aleatorio. Esto es lo que se denomina mezcla
estadistica de estados. De acuerdo con Landau y Lifshitz, un cuerpo macroscé-
pico no puede encontrarse de hecho en un estado estacionario (puro) debido al
extraordinario adensamiento de los niveles de energia que tiene lugar en estos
sistemas y a las interacciones con el entorno que tienen lugar inevitablemente,
suficientes para provocar transiciones entre estados del sistema macroscépico.
Ademas, el tiempo necesario para llevar un cuerpo macroscépico a un estado
estacionario seria extraordinariamente grande en virtud del principio de in-
certidumbre (Landau & Lifshitz (1976)). Por ello concluimos que es imposible
describir los estados fisicos de un sistema macroscépico en términos de una
funcién de onda, por lo que hemos de acudir en general al operador densidad.
Presentamos a continuacién, en primer lugar, la formulaciéon axiomaética de la
mecanica cuantica, para posteriormente analizar las condiciones de validez de
la descripcion clasica del estado mecanico del sistema a nivel microscopico.

1.1.1. Postulados de la Mecanica Cuantica

1°* Postulado Todo estado de un sistema fisico estd representado por un
vector |¢), llamado vector de estado, en un espacio complejo de Hil-
bert (espacio de estados). El estado cuantico normalizado debe cumplir
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(¢ | ¢) = 1.2 La funcién de onda del sistema en el estado |1)) no es sino
la proyeccién del estado cudntico correspondiente sobre el bra espacio
tiempo, (r,t|:

"/’(Tvt) = <’I“,t ‘ '(/)>

Esto debe compararse con el caso clasico en el que el estado de una particula
en un instante ¢ estd especificado por las variables posicién, ¢(t), y momento,
p(t), i.e. por un punto en el espacio fasico de la dimensién correspondiente.

2° Postulado Una magnitud fisica (observable) estd representada por un ope-
rador lineal hermitico (autoadjunto) que actta en el espacio de estados H:

A:H— H,
) = AlY). (1.1)

El conjunto de autovalores (valores propios) del observable A recibe el nombre
de espectro y sus autovectores (vectores propios) definen una base en el espacio
de Hilbert. De este modo cualquier vector del espacio de estados |i) admite
una descomposicion en la base de cada observable:

|’(/}> = ch |¢n> y
cn = (dn | V), (1.2)

donde los vectores {|¢n)}, o, constituyen la base de autoestados del operador
A, que por simplicidad supondremos ortonormal en lo sucesivo:

A |¢n> = an |¢n> ’
<¢m | ¢n> = Omn, (1.3)

siendo d,,,, como de costumbre, la delta de Kronecker. Recordemos, como
contrapunto, que en el caso cldsico cada variable dindmica A es una funcién de
las variables fésicas ¢ y p: A = A(q, p).

Postulados de la medida

3°" Postulado Los posibles resultados de la medida de un observable A en el
estado cudntico |1) de un sistema fisico son los autovalores del observable,
{an},c;- La probabilidad de obtener, como resultado de la medida del
observable A en el estado [1)), el autovalor a, es P, = |cn|* = [(én | )],
donde ¢, es el coeficiente del desarrollo de |1) en la base de autoestados

de A.

3La notacién (|¢), denominada de Dirac, representa, como de costumbre, el producto
escalar de los estados |¢) y |¢), definido por:

<ww:/wwwmm
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De acuerdo con lo anterior, el valor esperado de la medida del observable A
‘.4
sera:

(A > = (| AlY) = ZZC Cn (G| Aldn)
=3 chenAmn, (1.4)

donde hemos introducido la notacién c;, para representar el complejo conjugado
del nimero complejo ¢, y €l elemento de matriz del operador A en la base de
sus autoestados, A,

o= (G| Aln) = / dr ey (1) Ay (). (1.5)

Usando que P, = |cn|2 y la ecuacién de autovalores del operador A tenemos:

(D) = Z Z CrnCn (dm| Alon) = Z Z CorCntn (Gm | bn)
- Z ZC Cnlndmn Z ‘Cn‘ an = anan~ (1.6)

4° Postulado El estado final del sistema fisico inicialmente en el estado [))
tras una medida del observable A en la que se ha obtenido como resul-
tado el autovalor a,, estd dado por la proyeccién del vector |¢) sobre el
subespacio de autovectores de A asociado a dicho autovalor.

De los postulados de la medida se deduce que formalmente el proceso de
medida en Mecéanica Cudntica supone una descomposicion del estado fisico del
sistema en la base de autoestados del observable en cuestién y una posterior
proyecciéon del estado sobre uno de los autoestados (sucesos) posibles. La me-
dida cudntica, a diferencia de la medida cldsica, es un proceso intrinsecamente
aleatorio e intrusivo, en el sentido de que su realizacién provoca un colapso en
nuestro conocimiento acerca del estado del sistema, quedando este a partir de
la medida en un estado conocido y generalmente diferente a aquel en el que
inicialmente se encontraba.

Como se deduce de los dos postulados de la medida, la mediciéon en Me-
canica Cuantica es un proceso mucho més complejo que en el caso clasico, en
el cual si la particula estd en un estado donde la posicién es ¢ y el momento
p, la medicién de la magnitud A dard el valor A(q,p), no resultando afectado
el estado por el proceso de medida. La tnica incertidumbre que estd presente
en el proceso clasico de medicién es la asociada a la incertidumbre de medida,
no existiendo ninguna otra restriccién al conocimiento que podemos tener del
estado mecanico del sistema. Sin embargo, con independencia de la incertidum-
bre de medida, la medicién cudntica es un experimento aleatorio, por lo que se
hace necesario acudir a técnicas estadisticas para su descripcién.?

4Este valor es el promedio que se obtendria de la medicién del observable A sobre un
conjunto de sistemas previamente preparados en el estado |).
5Los sucesos aleatorios del proceso de medicién del observable A son los diferentes auto-
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Evolucion temporal del estado del sistema

5° Postulado En la representacion Schrodinger. el estado mecanico del siste-
ma cambia con el tiempo de acuerdo con la ecuaciéon de Schrédinger:©
91y)
ith—— = H |¢). 1.7
L= 1) (17)
De la ecuacién anterior es inmediato concluir que la magnitud que impulsa la
evolucién temporal del sistema es el hamiltoniano (energia) del mismo.
Por su parte, en Mecanica Clasica la dindmica del sistema se encuentra
contenida en las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, que veremos posteriormente:
OH OH
i=—, y= ———. 1.8
o p 5 (1.8)
Notemos en este punto que la Ec. (1.7) que gobierna la evolucién temporal del
estado de un sistema fisico en Mecdnica Cuantica otorga a este formalismo un
caracter determinista, en el sentido de que el conocimiento de la funcién de
onda del sistema fisico en un determinado instante de tiempo permite el co-
nocimiento de su estado en cualquier instante posterior, naturalmente siempre
que dispongamos de un conocimiento completo del hamiltoniano del sistema.”
Efectivamente, integrando de un modo formal la Ec. (1.7) obtenemos:

(1)) = e FHE0) | (1)) = Ut — to) [1h(to)) , (1.9)

donde hemos introducido el operador de evolucién temporal, U(t — tp). La
ecuacion anterior permite conocer el estado del sistema en un instante de tiempo
cualquiera sin mas que conocer el hamiltoniano que rige su evolucién y la base
de sus autoestados, y desarrollar el estado del sistema a tiempo ¢y en dicha
base:

|7/}(t0)> = Z Cn |wn> ; H |wn> =k, W}n> )

n

o(t)) = e FHET S e i)
Z Cne_%H(t_tO) ‘wn> = Ze_%E"(t_to)cn |1/)n> : (1'10)

Como vemos, durante la evolucién temporal del estado del sistema cada una de
las componentes en la base de autoestados del hamiltoniano acumula una fase
relativa diferente, lo que conduce a un ”ensanchamiento” del estado cuantico
del sistema (Fig. 1.1).

estados que podemos obtener y la variable aleatoria asociada, generalmente discreta, es la
funcién que asigna a cada suceso el autovalor correspondiente del operador A. Ademas, la dis-
tribucién de probabilidad estd dada por el tercer postulado, por lo que tenemos plenamente
descrito el problema estadistico.

6Una deduccién de esta ecuacién puede encontrarse en Landau & Lifshitz (1965)

"Veremos posteriormente que las inevitables interacciones de un sistema fisico con su
entorno impiden el conocimiento preciso de su hamiltoniano, que acaba siendo un operador
de naturaleza aleatoria y provoca que la evoluciéon temporal de los microestados del sistema
también tenga este caracter.
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t

Figura 1.1: Evolucién temporal de la funcién de onda de un estado de un
sistema fisico.

Los estados del sistema que evolucionan con el tiempo de manera que su
densidad de probabilidad es independiente del tiempo, |1(r,t)|> = |p(r)|*, se
denominan estados estacionarios, y son soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger
con potenciales independientes del tiempo:

o(r,t h?
) _ Hp(r,t) = —=—V2(r,t) + V (1) (r, 1). (1.11)
ot 2m
Usando la técnica de variables separadas podemos resolver esta ecuaciéon supo-
niendo una solucién de la forma:

e(r,t) = o(r)f(1). (1.12)
Sustituyendo en la ecuacién y dividiendo ambos miembros por f(t) obtenemos:

DAY v +v e,

f@) dt o(r)

lo que implica que ambos miembros deben ser iguales a lo sumo a una constante,
que ademds debe tener dimensiones de energia:

ih df(t)
O E, (1.13)

(_:;w + v) 6(r) = Eo(r). (1.14)

2m

Resolviendo la primera de las anteriores ecuaciones concluimos que las solucio-
nes estacionarias de la ecuaciéon de Schrodinger son ondas planas de la forma:

i

Y(r,t) = ¢(T)eiﬁEta (1.15)

siempre que ¢(r) sea una solucién de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo (1.14). Como vemos, la evolucién temporal de estos estados consiste
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en la acumulacion de una fase global que en nada afecta al médulo de la funcién
de onda, por lo que la densidad de probabilidad de estos estados permanece
invariante. A la vista de la ecuacién anterior podemos afirmar que un estado
estacionario es un estado de energia definida, F, que puede existir en situaciones
de potenciales constantes. Es evidente, ademas, que las energias permitidas de
los estados estacionarios son las soluciones de la ecuacién de autovalores del
hamiltoniano (Ec. (1.14)):

Ho(r) = E(r). (1.16)

1.1.2. Operador densidad

En la seccién anterior hemos considerado implicitamente que teniamos toda
la informacién para construir el estado cuantico del sistema, a partir del cual
es posible predecir los resultados de la medicién de los diferentes observables y
analizar su evoluciéon temporal. Como se sabe de la Mecdnica Cuéntica, para
determinar dicho estado tinicamente es preciso realizar una serie de medidas co-
rrespondientes a un conjunto completo de observables compatibles (C.C.0.C.)
que permiten la construcciéon del hamiltoniano del sistema. Un C.C.O.C. es un
conjunto de observables que conmutan entre si, y cuyos autoestados comunes
definen una base ortonormal tinica del espacio, i.e., cualquier autovector co-
mun puede ser especificado mediante una tinica combinacién de autovalores de
los diferentes observables (salvo un factor multiplicativo). Es de resaltar que el
C.C.0.C. puede estar formado por un tinico observable. Asi pues, la descripcion
cuantica del estado de una particula implica, en el caso de que se encuentre
en un estado puro, la especificacién de los niimeros cudnticos que permitan
conocer el estado propio del C.C.O.C. en el que se encuentra (caso de encon-
trarse en un estado propio), o bien de los coeficientes que permiten reconstruir
la combinacién lineal de autoestados de un C.C.0O.C. que componen su estado.
En estos casos en los que es posible asignar un estado cudntico (o una funcién
de onda) al sistema decimos que éste se encuentra en un estado puro.

En la practica, sin embargo, es extremadamente infrecuente disponer de
toda la informacién necesaria para la reconstruccién del estado cudntico del
sistema, por lo que un adecuado tratamiento del mismo que incorpore toda la
informacion disponible acerca del problema exige la introduccién en el forma-
lismo de consideraciones probabilisticas. Esto es asi, especialmente en el caso
de sistemas macroscépicos, a los que, como ya hemos mencionado no es posible
asignar una energia perfectamente determinada desde un punto de vista prac-
tico. Normalmente, la informacién de la que uno dispone acerca del estado de
un determinado sistema fisico consiste en saber que el sistema se encuentra en
el estado |¢1) con probabilidad Py, en el estado [¢)2) con probabilidad P, etc.,
estando la distribucién de probabilidad sometida a las restricciones habituales
de los axiomas de Kolmogorov:

i) P >0, Vi i) S, P =1,
iii) P(A; UAj) =P, +P;, A; yAj mutuamente excluyentes.

En el caso anterior, en el que claramente no se le puede asociar al sistema
un estado (alternativamente una funcién de onda) univocamente determinado,
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se dice que el sistema se encuentra en una mezcla estadistica de estados o
simplemente en un estado mezcla.

La herramienta formal que permite la combinaciéon de los postulados de
la Mecanica Cuantica antes considerados y de la teoria de probabilidades es
el denominado operador densidad, p, que representa la generalizaciéon al caso
cuantico de la densidad de probabilidad del espacio fasico, p(q™y, p™ ), que tra-
taremos en el capitulo siguiente. Este operador constituye la forma mas general
de especificar el estado de un sistema fisico, tanto que se trate de un estado
puro como de un estado mezcla. El operador densidad es un operador lineal her-
mitico, semidefinido positivo y de traza unidad, Tr(p) = 1, cuya representacién
en la base de sus autoestados (los posibles estados del sistema) es:8

plib) = Pilti); ZP—l D) (il = 1,
p—lez (] (1.17)

Es significativo resaltar que, dado que p es un operador hermitico semidefi-
nido positivo, los P; son nimeros reales positivos. Por otro lado, evidentemente,
el hecho de que se trate de un operador de traza unidad garantiza la normali-
zacion de la distribucién de probabilidad:

1=Tr(p Zpkk Z (Y (Z |1} P; > V)
= ZZ Yi |"/’z wz| wk sz, (1.18)
ki

donde P; = (;| p|¢;) es la probabilidad de que se ocupe un estado |i;). Por
otro lado, el valor medio de un observable en el estado definido por p es:

Tr(pA) = Z(ﬁA)kk = (vl (Z |¥i) ¢<¢¢A> |¥k)

k )

*ZZ Ui [10s) Py (1| A |opg) = ZH<¢¢\A|¢¢>
_ ZPiAi ). (1.19)

Observemos finalmente que el operador densidad de un estado puro |¢) cuya
descomposicién en la base {|\,)} es:

=D ),
i

8Fl operador densidad se presenta en la base {|\,,)} mediante la matriz densidad que tiene
como elementos:

ik = Nl A 1Ak) =D (gl i) P (il Ak) -

i
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es:
p=10) W15 pir = (A [9) (Y] M) = ¢5c5. (1.20)
Es inmediato demostrar que la evolucién temporal del operador densidad viene
dada por (teorema de Liouville en Mec4nica Cuéntica):”
dp(t) 1 R
—=—[H 1.21
P~ 1H, ), (121)
por lo que el operador densidad en la base de autoestados del hamiltoniano es

diagonal:*°
k= Ol-

En el capitulo siguiente veremos que, argumentos procedentes de la teoria
de la informacién (véase apéndice C) conducen a que la entropia de un estado
p de un sistema fisico estd dada por:

$(p) = —kp Tr (pn ), (1.22)

donde la funcién  — 2 In z se define como cero en x = 0. Si { P} } es un conjunto
de autovalores del operador densidad p = )", [1;) P; (15|, la entropia del estado
estd dada por:
S[P]=-kgy PinP. (1.23)
!

Como podemos observar, S [P] es un funcional semidefinido positivo S [P] > 0,
con S [P] =0siy sélosi P, = dy, para algin k, i.e. si el estado p es un estado
puro. Por otro lado, el funcional S[P)] es aditivo, por lo que la entropia de
un estado correspondiente a dos sistemas independientes es la suma de las

9En efecto, usando la ecuacién de Schrédinger tenemos:

9
m &Zm m—Z&wZ wz|+§j|wzz vil

ZHl"/’z)P <"/’z| - *Z|¢1>P (w:'H

1 1
— —Hp— —pH = — [H,j] = —iLp.
PP m[ Al =—iLp

De esta forma la evolucién temporal del operador densidad viene dada por la ecuacién:
plt) = e p(0) = e R p(0)e Y,

donde hemos introducido el operador de Liouville:

1
Lp=>[H,p].
P h[ ol

10Es inmediato demostrar que el operador densidad es diagonal en la base de autoestados
del hamiltoniano, {|¢n)}:

prn () = (bnl (1) |bm) = (dnle” FHEp0)emHE )
= e "En=Emt (51 5(0) |pm) -

Para estados estacionarios p(t) = p(0) = >, |é:) P; (], por lo que (¢n|p(0)|dpm) =
0, Vm #n.
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Mecéanica Clasica Mecéanica Cuantica
N N [¢) funcién de onda estado puro
Estado (%, p7) p=>,|vi) Pi(1;| estado mezcla
Observable AN, pN) A operador
A)
Medida AN, pN < 1)
S (4) = Tr (p4)
Dindmica r= %—IZ p= — %1; ih% = H|y) (Schrédinger)
(Hamilton-Jacobi) dp—(:) = % [H, p]

Tabla 1.1: Tabla de equivalencias en las descripciones clasica y cuantica de los
microestados de un sistema fisico.

entropias individuales. En este caso, el operador densidad correspondiente al
estado global es p; ® ps2, por lo que, usando la relacion:
In(p1 ®p2) =Inp; @1+ 1@ 1Inpy,

y la entropia global es:

S(5) = —kpTr [y @ p21n (51 @ )
=—kpTr[p1 ®p2(Inp1 ® 1 +1 & 1n ps)]
= —kgTr[p1In /3 | = kBT [p21In o]
— S (1) + S (52). (1.24)

1.2. Descripcion clasica de los microestados de

un sistema fisico

Como hemos visto, la descripciéon cudntica de los estados dindmicos de un
sistema fisico incorpora el efecto de la incertidumbre y difiere notablemente de
la descripcién clasica. La cuestion que surge en este punto es, jcuando es valida
la descripcion clasica de los microestados de un sistema fisico? La respuesta
la encontramos en el denominado principio de correspondencia, que establece
que la Mecénica Clésica no es sino el limite de altos ntimeros cudnticos de la
Mecéanica Cudantica, o, equivalentemente, el formalismo que se recupera de esta
ultima cuando es despreciable el efecto de la cuantizacion de la accién (h — 0).
En este caso, los operadores canénicos conjugados -en particular la posicién y
el momento- conmutan:

[q,p] = ih — 0, (1.25)

con lo que la incertidumbre cudntica inherente a la descripcion de los estados
dindmicos (principio de Heisenberg) desaparece. El principio de incertidumbre
implica que en el conocimiento del estado mecéanico de la particula se verifica

ApAq > h, (1.26)
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por lo que en el limite A — 0, se verificara

ApAg> h. (1.27)

A%
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Figura 1.2: Evaluacion de la distancia promedio entre particulas para un gas en
una caja cubica. En cada uno de los cubos unidad estd contenida una particula
del gas.

En el caso de un gas de particulas independientes en una caja de volumen
V a la temperatura T en condiciones de validez de la descripcion clésica

Ap ~p=3mkgT,

1/3
Sqgrl= (;) 7 (1.28)

donde se ha usado el teorema de equiparticién de la energia

=2
E=2 3
2m 2

Luego, sustituyendo en (1.27) tenemos que, en el limite de validez de la Mecé-
nica Clasica, (h — 0)

v\ /3
V/3mkpT (N) > h. (1.29)

Introduciendo la longitud de onda de de Broglie, A\g = h/p = h/\/3mkgT,'*
la aproximacién clasica sera valida cuando:

VY3 h
—) > —= =g, 1.30
(N) V3mksT 7 (1.30)

1Notemos que la longitud de onda de de Broglie es la longitud de onda asociada a una par-
ticula de masa m cuya energia es 3kg7T /2. No debe confundirse con la denominada longitud
de onda térmica, asociada a una particula de masa m cuya energia sea wkpT:

PV —
= p - V2mmkgT’

Para una definicién general de longitud de onda térmica en dimensién arbitraria véase e.g.,
Zijun Yan, “General thermal wavelength and its applications”, Eur. J. Phys. 21 (2000) 625-
631.
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Sistema T (K) (%)3 ’
He (1) i 1,30
He (g) 4 0,15
He (g) 20 2,7.1073
He (g) 100 4,8.107°
Ne (1) 27 1,5.10~2
Ne (g) 27 1,1.104
Ar (1) 86 7,0.1074
Ar (g) 86 2,2.1076
e~ de conduccién Ag 300 6,4.1073

3/2
Tabla 1.2: Valores de J = N/V (h?/2rmkpT) / para diferentes sistemas (Ha,
He, Ne, Ar) a su temperatura de ebullicién. La validez de la descripcién clasica estd
restringida a aquellos casos en los que J < 1.

lo que evidentemente se verifica a densidades pequenas (N/V < 1) y/o tempe-

l? o l)?

Caso degenerado €T Caso no degenerado €T

Figura 1.3: Representacion de las funciones de onda de dos particulas en el caso
de un sistema degenerado (izqda.) y no degenerado (dcha.).

raturas suficientemente altas. La validez de la descripcién clédsica de los estados
del sistema depende de que la densidad del sistema y su temperatura verifiquen
la relacion anterior. La interpretacion de esta relacién es sencilla. Recordan-
do de la Mecdnica Cuéntica que la longitud de onda de de Broglie representa
aproximadamente el rango espacial de la funcién de onda de una particula,
podemos decir que la Ec. (1.30) es equivalente a exigir que la distancia media
entre particulas sea inferior a la extension espacial de sus funciones de onda.
Esto significa que la descripcién clasica de los estados del sistema es valida
cuando las funciones de onda de sus particulas no se solapan, permaneciendo
estas como entidades separadas y nitidamente resueltas. En este caso se dice
que el sistema es no degenerado y es posible atribuir posiciones y momentos
bien definidos a las particulas que lo componen. Sin embargo, cuando la densi-
dad del sistema es suficientemente alta o la temperatura suficientemente baja
como para que las funciones de onda de sus particulas se solapen, es necesario
utilizar el formalismo cudntico para describir el sistema, que se dice en este
caso degenerado (Tabla 1.2).
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En las condiciones de validez de la descripcién clésica de los microesta-
dos de un sistema fisico, el estado mecanico de sus constituyentes se especifica
mediante sus posiciones y momentos, i.e., su trayectoria. Esto puede hacerse,
légicamente, mediante las ecuaciones de Newton, F; = dp;/dt. No obstante,
para los propésitos de la mecanica estadistica es mas 1util la denominada me-
canica analitica. Como sabemos, el formalismo de la mecanica clasica puede
derivarse de un principio extremal. La mecanica lagrangiana, una reformula-
cién de la mecéanica clasica introducida por Joseph-Louis Lagrange en 1788,
proporciona una forma generalizada de obtener las ecuaciones de movimiento
cuando las ecuaciones de Newton no se pueden resolver directamente, como en
el caso de sistemas con ligaduras en los que las coordenadas cartesianas del sis-
tema y, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento no son independientes y las
fuerzas de restricciéon no se conocen a priori. En este caso, es necesario introdu-
cir coordenadas generalizadas g; y ecuaciones mas generales, y es conveniente
derivar las ecuaciones de movimiento de la formulaciéon més general posible del
movimiento de los sistemas mecanicos: el principio de minima accién, segtn el
cual el movimiento del sistema desde la coordenada g, a la g, a tiempos t, y
tp, respectivamente, la accion

ty
t

a

donde L(q;, g;,t), el denominado lagrangiano del sistema, toma el valor maés
pequeno posible. El estado mecénico de un sistema con n grados de libertad se
define por un conjunto de n coordenadas generalizadas independientes g; que,
junto con las velocidades generalizadas correspondientes, ¢;, definen su espacio
de configuracion. Aunque no proporcionaremos detalles aqui,'? una minimi-
zacion directa de la accion en la ecuacion anterior usando calculo variacional

conduce a las llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange

d [ OL OL
=) 2= i=1.....n: 1.32
dt(aq.) L0 sl (1.32)

que proporcionan las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico. Este es
el resultado central de la mecanica lagrangiana, pero su demostracién estd mas
alla del alcance de este libro y el lector se remite a excelentes manuales como
el de Goldstein (1980) o Landau & Lifshitz (1976).

Basandonos en propiedades muy fundamentales de homogeneidad e isotro-
pia del espacio y el tiempo, es posible demostrar que el lagrangiano de una par-
ticula libre depende sélo del cuadrado de su velocidad (es decir, de su energia
cinética), mientras que en el caso de un sistema de n particulas interactuantes

128e refiere al lector a libros como e.g. Goldstein (1980) para los detalles mateméaticos
relacionados con la prueba de la Ec. (1.32). Las ecuaciones de Euler-Lagrange en Fisica son un
caso particular de un resultado general que proporciona la elecciéon de curvas que maximizan
una integral dada. Usando ¢ como pardmetro, uno quiere encontrar la curva z(t), definida en
una variedad dada para cada ¢ € (a,b), que maximiza la integral J = ff F(t,z,z)dt, y esta
curva es proporcionada por las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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aparece un término de energia potencial U(ry,...,r,) adicional,

1
ingymﬁ—mm”msz—U (1.33)

Un resultado interesante que se deduce de la Ec. (1.32) es el conocido teorema
de Noether, que establece que a cada simetria diferenciable generada por accio-
nes locales, corresponde una corriente conservada. Aunque una prueba formal
general de este teorema se encuentra, también, mas alla del alcance de este libro
(para lo cual se remite al lector, por ejemplo, al libro de Goldstein (Goldstein
(1980))), podemos probar una versién sencilla si notamos que para cada varia-
ble ciclica, es decir, aquella que no aparece explicitamente en el lagrangiano y,
por lo tanto, no influye en la dindmica del sistema, ¢; / 9L/dq; = 0, la Ec.
(1.32) predice la conservacién de su momento canénicamente conjugado,

4 <8L) =0 & p; = const. (1.34)
dt qu

Como vemos, este resultado basa las leyes de conservacion en propiedades de
simetria del sistema muy fundamentales.

Un modo alternativo, y en algunos casos muy conveniente, para obtener
las ecuaciones de movimiento es usar la mecanica hamiltoniana, que sustituye
las velocidades por momentos como variables para la descripcién del estado
mecanico del mévil. Esta alternativa es mas 1til en la formulacién de la me-
cdnica cudntica y estadistica. El hamiltoniano del sistema viene dado por la
transformacién de Legendre '3

N
H(gV,p") = Zpi%' — L(gi, 4, ). (1.37)
i=1

En términos de esta nueva funcién, las ecuaciones de movimiento o ecuacio-
nes de Hamilton, que provienen de la minimizacién de la accién sometida a
restricciones, se escriben como:

OH . oH

= =2 1
d4;’ 1 Op; (1.38)

i

13Se dice que la funcién g es transformada de Legendre de f si sus derivadas son inversas
entre si

Df = (Dg)~".
Asf, la transformada de Legendre de orden k de f(z1,...,2y) relativa a un subconjunto de
sus variables {xy, ..., x4} estd dada por
k41
F@1 o 1y Dy Pl Tn) = D Pii — f(@1,.. -, Tn), (1.35)
i=k
donde of
pi = . (1.36)
0q;

Esta operacion tiene una gran importancia y utilidad en mecénica clésica, estadistica y cudn-
tica, asi como en termodindmica. Nétese que en Termodindmica se utiliza la transformada
de Legendre cambiada de signo para respetar sus principios extremales.
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Finalmente, también es interesante introducir el llamado corchete de Poisson
de cualesquiera dos funciones de las coordenadas y momentos generalizados,

F@™, N t) y g(dV,pN,b):

N orof a9 Of dg
{/.9} = ; (3% dp; O aqi) ' (1.39)

Por supuesto, es sencillo (y se deja al lector como ejercicio) probar que la
derivada respecto al tiempo de cualquier funcién de las coordenadas fasicas
puede escribirse en términos de este operador antisimétrico:

a _ of
dt Ot

que también produce directamente dos resultados muy interesantes. El primero
establece que cualquier magnitud que no dependa explicitamente del tiempo es
una constante de movimiento, es decir, una cantidad que se conserva durante
todo el movimiento, si y solo si su corchete de Poisson con el hamiltoniano es
cero. La prueba se sigue directamente de la ecuacién anterior. El segundo se
conoce como teorema de Poisson y proporciona una forma de construir nuevas
constantes de movimiento. De hecho, si f y g son constantes del movimiento,
entonces su corchete de Poisson, {f, g}, también lo es.

Por tdltimo, antes de finalizar esta seccién, mencionaremos que la descrip-
cién clasica del estado mecanico de N particulas requiere la especificacion de
2N f coordenadas y momentos generalizados, donde f es el nimero de grados
de libertad por particula, que definen el denominado espacio fasico del siste-
ma. No obstante, el principio de incertidumbre tratado en la seccién anterior
implica que no es posible conocer con total precision momentos y coordenadas
conjugados de manera simultdnea por lo que un estado ocupard un volumen
finito en el espacio fasico.

+{H, f}, (1.40)

1.3. Introduccion a la Termodinamica

Los sistemas fisicos macroscopicos estan constituidos a nivel microscopico
por un enorme nimero de d4tomos y/o moléculas (del orden de 10%?) que pro-
ducen una extraordinaria complejidad y variabilidad en sus microestados. No
obstante, y de manera hasta cierto punto misteriosa, la propia acumulacién
de particulas conduce a una fenomenologia macroscépica de equilibrio (lo que
propiamente se conoce como Termodindmica) relativamente simple en términos
de un ntimero reducido de variables, resultado del promedio de toda la varia-
bilidad microscépica (i.e. de las fluctuaciones de las variables microscépicas).
Estas fluctuaciones son, en general, tan rapidas que la medicién macroscopica
unicamente refleja los promedios de las magnitudes microscopicas. En pala-
bras de Callen (1998), la Termodindmica seria la rama de la Fisica que estudia
las ”consecuencias macroscopicas del enorme ntimero de coordenadas que no
aparecen explicitamente en la descripciéon macroscopica’.

Desde otro punto de vista, la Termodinamica es la rama de la Fisica que
estudia los estados y procesos de sistemas o cuerpos macroscépicos. Un sistema
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{1} il

Figura 1.4: Evolucién del estado termodindmico de un sistema. a) Proceso
cronolégico, B) proceso cuasiestdtio equivalente.

termodindmico es un conjunto macroscépicamente grande de dtomos o molé-
culas separado de su entorno por paredes que les proporcionan sus condiciones
de contorno. El conjunto de entorno mas sistema se denomina universo termo-
dinamico. Por su parte, un proceso es una sucesién cronolégica de situaciones
por las que atraviesa el sistema bajo la accién de perturbaciones (i.e., fuerzas)
internas o externas al sistema, y un estado es su situacién en un determina-
do instante, definido por una serie de variables o pardmetros de estado. Un
subconjunto de todos los posibles estados del sistema es el formado por los
denominados estados de equilibrio, en los cuales las propiedades del sistema
son estacionarias y, ademas, el sistema es homogéneo e isétropo. En este caso
el nimero de variables necesarias para describir el estado termodinamico del
sistema es pequeno, en general, e incluye al menos una variable no deformativa,
Zo:

(zo; 1.0 Ty).

Estos estados de equilibrio pueden verse, naturalmente, como la situaciéon ter-
minal de un proceso termodindmico. Un punto importante es la definicion y
mensurabilidad de la energia de esos estados. Como se ha dicho, las relaciones
del sistema con el entorno estan mediatizadas por las paredes, que fijan las
circunstancias en que se encuentra, y cuya remocién da lugar a la evolucién del
sistema hacia un nuevo estado. La existencia de paredes que impiden el inter-
cambio de energia con el entorno (adiabéticos) permite concluir la existencia
de una magnitud bien definida (i.e., controlable) y mensurable, denominada
energia interna del sistema, U. Asi, podemos afirmar que las situaciones termi-
nales de procesos termodindmicos estan caracterizadas por su energia interna
U, y por una serie de pardmetros extensivos (i.e., que dependen de la cantidad
de sustancia) que especifican su estado mecénico, x;, y quimico, Ng:

(Us{xi}; {Nk}) -

La Termodinamica convencional es aquella rama de la Fisica que considera los
estados de cuerpos macroscopicos en equilibrio y las variaciones que suceden
en los procesos de estos impulsado por fuerzas internas o externas. Este es el
problema central de la Termodinamica: predecir el nuevo estado de equilibrio
(f) tras la remocién de las restricciones que le mantenian en el anterior estado
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TS
(2
|5

Figura 1.5: Universo termodindmico compuesto por k subsistemas.

de equilibrio (i) (Fig. 1.4). Al retirar estas ligaduras se produce un proceso
cronolégico en el que el sistema pasa por una serie de estados intermedios de
no equilibrio que no pueden ser descritos por medio de un ntimero reducido de
variables termodinamicas. Este proceso no puede describirse de modo sencillo
mediante el formalismo matematico, pero se puede sustituir por un proceso es-
tatico equivalente en e cual todos los estados intermedios (no cronolégicos) son
estados de equilibrio. En particular, si el equilibrio se establece por medio de
intercambios en los que el sistema se encuentra en equilibrio con el entorno este
proceso s denomina cuasiestatico. Naturalmente, la soluciéon de este problema
central pasa por una adecuada identificacién del estado de equilibrio. Tomando
como referencia lo realizado en otras ramas de la Fisica (e.g., mecénica) es de
esperar que este estado pueda definirse a partir de algtin principio extremal,
en el que se maximice o minimice alguna funcién del estado del sistema. En
este caso, para reproducir la Termodindmica convencional es necesario definir
una funcién de los pardmetros de estados extensivos S(U, {z;}, { Ni}) mondto-
namente creciente con la energia, aditiva para los sistemas compuestos y que
alcanza su méximo en el estado de equilibrio, §.5 = 0, siendo su diferencial exac-
ta al tratarse de una funcién de estado (Fig. 1.5). Las condiciones anteriores
implican que

) S=31" S
.y (DS
ii) (W){mi},{Nk} > 0.

iii) Existe la funcion U(S,{z;},{Nr}) = U, que contiene, al igual que
S(U,{z:},{Ni}) toda la informacién termodindmica del sistema y
que presenta un minimo en el maximo de entropia. Estas ecuaciones,
U=U(S{z:},{Ne}) y S = S(U,{z;},{Nx}), se denominan ecuaciones

fundamentales en representacion energia y entropia, respectivamente.

Ademas, el tratamiento estadistico cudntico nos llevard, como se ve méas ade-
lante en esta misma obra, a que la funcién S(U, {x;}, {Ny}) debe anularse en

el estado en el cual
<gg> =0, (1.41)
{zi},{Ni}

lo que se conoce como tercera ley de la Termodindmica. La funcion S =
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S(U,{x;},{Ny}) se denomina entropia'? y es, sin duda alguna, el corazén mis-
mo de la Termodindmica. En capitulos posteriores de esta obra se analizara
detalladamente su origen y significado, que estdn mucho méas fundamentado
en la teoria estadistica contemporanea que en la propia logica del formalismo
clasico.

Como ha quedado dicho, las condiciones de equilibrio y evolucién de un sis-
tema termodindmico en una determinada situacién estan determinadas por las
funciones de estado S y/o U, cuyas diferenciales exactas permiten una descrip-
cién completa de la fenomenologia termodinamica del sistema. Sus primeras
diferenciales

ou ou
iU = ( ) as + ( ) dr, + ( ) aN,
95 zi, Nk Z Oz S,xji, N Z ONy, S,xi, Niszr

oS oS
is-(5) aw+y (5 i+ Y ()
aU Ii,Nk ; 8'11 U:E]¢“Nk Z 6Nk U,:Ei,Nl¢k

(1.42)

permiten definir las variables intensivas,

o (U as\™!
—\aS 21N U x“Nk
. — (3(]) _ (‘9(]) (55) T (55)
! Ox; S,wizi Nk as z;,Ny Ox; Uiz, Nk Ox; U,aci;ﬁj,Nk7

() som, = (55). 0 (50 ), =7 (o)
ON. 8w, Nyt a8 24, Ng on; U,2i, N ON, Ulq,Nk¢J’

(1.43)

que se denominan, respectivamente, temperatura, fuerza mecanica conjugada
de la variable x; y potencial quimico del componente j-ésimo. Las relaciones
entre estas variables intensivas y los pardmetros extensivos independientes se
denominan ecuaciones de estado (e.g. X; = X;(S,{x;},{Nt})). Usando las
definiciones de los pardmetros intensivos de la Ec. (1.43), y sustituyendo en
(1.42) tendremos las ecuaciones diferenciales:

dU = TdS + > Xjdx; + Y prdNp, (1.44)
% k

2%}

1 X; HEk
ds = TdUJrEj:dej +%:?de, (1.45)

M Clausius introduce este término “entropia” en su obra: “Buscaremos ahora un nombre
apropiado para S. De la misma manera que hemos denominado a U la cantidad de trabajo del
cuerpo, podriamos denominar a S el contenido de transformacién del mismo. Sin embargo,
me ha parecido muy adecuado tomar los nombres para las cantidades cientificas importantes
de las lenguas clésicas, para que puedan denotarse de manera similar en todas las lenguas
contemporaneas. Por tanto, propongo que llamemos a S la entropia del cuerpo, del griego
“etrwpe”, que significa transformaciéon. He elegido intencionadamente la palabra entropia
para que sea lo méas parecida posible a energia, puesto que las dos magnitudes que representan
estas palabras tienen un significado fisico tan relacionado que una similitud en sus nombres
me ha parecido apropiada.”
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que constituyen las denominadas ecuaciones de Gibbs en representacién ener-
gia y entropia, respectivamente. Estas ecuaciones constituyen el niicleo de la
estructura formal de la Termodinamica, junto con las ecuaciones de Euler y
Gibbs-Duhem. Ambas se deducen de las ecuaciones fundamentales. Asi, por
ejemplo, en la representacion energia, usando la extensividad de la ecuacion
fundamental U(AS, Az, ANy) = AU (S, z;, Ni), tenemos:

8U 8U
+zj: 0, Z 0 =U, VA (1.46)

y en particular

S+Z xj+z U,

TS"‘Zijj"‘Z,Uka =U. (1.47)
j k

Estas ecuaciones tienen sus correspondientes expresiones en representacion en-

tropia:

1 X ik
y combinando la Ec. de Gibbs en (1.45) y la ecuacién anterior, tenemos:
dU = TdS + SdT + ) _ (dX;x; + Xjda;) + > (dpx Ny, + pxdNy)
J k
=TdS+ Y Xjdv; + Y uxdNy, (1.49)
j k
o lo que es lo mismo obtenemos la Ec. de Gibbs-Duhem:
SdT + " x;dX; + > Nidp = 0. (1.50)
j k
Esta estructura formal se completa con las transformaciones de Legendre que
permiten obtener potenciales termodinamicos, como veremos.
Ademaés de las ecuaciones fundamentales y de estado, son tutiles para la
descripcion de sistemas termodindmicos los denominados coeficientes termodi-
namicos, que se obtienen a partir de las segundas derivadas de las ecuaciones

fundamentales y proporcionan las variaciones respectivas de las variables ex-
tensivas e intensivas. Asi, por ejemplo,

02U <8T> o
—— =[] =z}, (1.51)
8X]85 633]‘ J J

donde o representa el coeficiente de variacion térmica de la variable ;. En el
caso x; = V este coeficiente toma la forma:

% <g‘;) —a (1.52)
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y se denomina coeficiente de expansién térmica o de dilatacién. Otros coefi-
cientes destacados son la compresibilidad isoterma

1 /ov
KT = v <ap>T, (1.53)

y la capacidad calorifica

oS
c-r(2) 58

1.3.1. Potenciales termodinamicos

Aunque tanto la ecuacién fundamental en representaciéon entropia S =
S(U,xj, Ni) como en representacién energia U = U(S, {z;}, {Nx}) contienen
toda la informacién termodinamicamente relevante del sistema, el hecho de que
dependan del conocimiento de variables de estado extensivas dificulta su aplica-
cién practica. En efecto, el control de estas variables extensivas desde un punto
de vista experimental es habitualmente dificil cuando no directamente impo-
sible. No obstante, la situacién es diferente en el caso de las fuerzas intensivas
conjugadas a dichas variables

(9% S,xj¢i,Nk
" ( oU )
k= EYCE )
8Nk S,CE,;,N]'#)C

ou
T=|—
(asv>:1:“N;c ,

que son, en general, de mas facil control desde el exterior del sistema. Es por
ello que resulta natural buscar una transformacion desde las funciones de es-
tado S y U (ecuaciones fundamentales) a funciones de estado que incorporen
las fuerzas conjugadas al tiempo que conservan la informacién termodindmica
del sistema. Matematicamente, esto equivale a una sustituciéon de variables por
sus derivadas, lo que constituye la operacién fundamental de la denominada
transformada de Legendre. Asi pues, es de esperar que transformando de este
modo las funciones fundamentales obtengamos nuevas funciones de los pardme-
tros intensivos que serian matematicamente isomorfas a las fundamentales. i
Teniendo en cuenta la definicién de transformada de Legendre, podemos trans-
formar selectivamente la energia libre para obtener potenciales termodinamicos
que se adapten a las condiciones del problema en cuestion.

1.3.2. Equilibrio y estabilidad

La condicién de extremo de la entropia (equivalentemente de la energia
interna) nos permite obtener las condiciones de equilibrio y estabilidad. En
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Potencial Nombre Definicién Diferencial Eth.b.rlo Y
estabilidad
r Energia libre U—_TS dF = —SdT + 3, X;dz; dF =0 (T cte)
de Helmholtz + 32, tedNy, d’F >0
a Energia libre Uu-rTs dG = —S8dT' — 3>, z;dX; | dG =0 (T, X; cte)
de Gibbs - >, Xjxj + 34 urdNy, d’G >0
, dH =TdS + Vdp dH =0 (p cte)
H Entalpia U+pV n Zj Xjdz; + 3 juedNy 2H >0
o Gran U-TS d¥ = —SdT' + 3, X;dz; | d¥ =0 (T, N cte)
potencial — >k ke Ny — > ) HEANE d?¥ >0

Figura 1.6: Sistema aislado formado por dos subsistemas comunicados por una
pared diatérmica.

efecto, consideremos un sistema formado por dos subsistemas separados por
una pared diatérmica (i.e. que permite el intercambio de calor y por tanto la
variacién de la entropia de ambos subsistemas), de las variables mecédnicas del
sistema y, a la vez, de la composiciéon de ambos subsistemas.

En virtud del principio de entropia méaxima, el estado de equilibrio del
sistema global (aislado) es aquel en el que la entropia total alcanza su méximo.
De este modo

dStot:d(SI+S]]):0 & dS7 = —dSyy, (155)

lo que, en virtud de la ecuacién de Gibbs en representacion entropia, implica:

1 X‘[ 122733
—d Y ldwj+ Y dNi =
T Ur + j T, i1 + d T kT

1 X1 HEIT
———dUyy — I dxrirr — Y ———dNgis. 1.56
T II ; Trr TiIT Zk: Tir kIT ( )
Dado que en el sistema global aislado se verifica que U = Uy + Uy = cte,
xjr + xjr1 = cte Vj, Nir + Nirr = cte Vk, tendremos que dUr = —dUyy,
dx;r = —dxjrr, dNgr = —dNggr. Asi pues, la condicién de extremo conduce a:

T, 2 but _ Lar _
(TI TH>dUz+Z< TII) ]I+Z( )de,_q;_m)

I II

de modo que deducimos que, en el equilibrio general,

Tr =T Xj]:XjII 5 MEI = MEIT- (158)



1.3 Introduccién a la Termodinamica 36

En lo que respecta a la estabilidad del equilibrio, la condiciones se derivan de
la condicién de maximo de la entropia, de modo que d2S < 0. No obstante,
en muchas ocasiones es mas cémodo y conveniente utilizar el principio extre-
mal equivalente en representacion energia. En efecto, como hemos mencionado,
puede probarse, Callen (1998), que el mdximo de la entropia es equivalente al
minimo de la energia U (S, zj, Ny ). Asi, la estabilidad del equilibrio estara deter-
minada por la condicién d?U > 0, lo que naturalmente implica que la hessiana
de la funcién U(S, {z;}, {Ni}) sea una matriz con todos sus menores positivos.

Ejemplo 1.1

Sistema cerrado expansivo

U=U(S,V)
En este caso, la estabilidad del equilibrio del sistema obliga a que uss > 0y %y > 0,
y
Uss  Usv| UssUpy — Uy > 0. (1.59)
u’US u’U’U
Asi pues,
Uss = CUN ory _ &_1>O@C >0 (1.60)
=~\as2), \as), \T Vo '

Ademés, dado que el orden de las variables es arbitrario

o’U oP 1

Por otro lado,

UssUpy — Uy > 0 & —aQU —aQU — U =
setew sv 082 ), \ov? osov )

T (0P oT T 1 1
~ v (8V)_<8V) >0 = CV(VHT) - (Vo)™ >0
T 1 T 1 Tao CvliT

— >0 = - & — &
VHTCV Vo = I{TCV > (0% T < Cv

<T. (1.62)

lo que ademas implica que o > 0.

Una teoria general de la estabilidad intrinseca de sistemas generales esta
maés alla del alcance de este tratamiento introductorio. Para ello el lector puede
consultar excelentes monografias termodindmicas como la de H. Callen (1998)
o A. Miinster (1970).

En el caso de que las condiciones de estabilidad no puedan verificarse en
alguna circunstancia del sistema, este no puede ya permanecer homogéneo e
isétropo y debe separarse, en un proceso conocido como transicién de fase, en
dos o més porciones homogéneas.
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Ejemplo 1.2

Gas de van der Waals
La ecuacién de estado

(p+ N“Q) (V — Nb) = NksT, (1.63)

predice la existencia de estados en los que la compresibilidad del sistema toma valores
negativos. En efecto

1 (oP 1 NkgT 2Na?
RT = —— P —— = _— —_ 5 _|_
VAoV /), Vv (V — Nb) V3
_1[2Na®  NkgT (V — Nb)? _ kel
TV VR (V-Nb)? V3 2a2

] >0 & (1.64)

de lo contrario el sistema se separa en dos fases, liquido y vapor. Es evidente que ello
no se verifica en todas las condiciones o estado del sistema.

Las transiciones de fase se han clasificado (Ehrenfest, 1933) segun el orden
de las derivadas de la energia libre de Gibbs que manifiesta una discontinuidad
en el punto critico. De este modo, las transiciones de fase de primer orden
son aquellas que muestran una discontinuidad en las primeras derivadas de la
energia libre. En particular, en el punto critico (T = T,)

oG
9= (= T 1.
s=(57), @ (165
es discontinua, lo que implica que
oG " oG _
5. = - (aT)P,N () # 8o = - (aT)P’N ), (1.66)

y por tanto en la transiciéon se produce un intercambio de calor
lip = Te(S> — S<), (1.67)

que se denomina calor latente de transicién y estd asociado a cambios en la
organizacién microscépica del sistema, que se producen a T = T..

Por su importancia en capitulos posteriores de esta obra trataremos las
transiciones de fase de segundo orden, que son aquellas en las que se registran
discontinuidades en las segundas derivadas de la energfa libre.

0%G s G, 0%G _ 0*G

= —VFLT.

oz~ ar T oaTap Y a2

Un ejemplo particularmente importante es la discontinuidad en la capacidad
calorifica:

9?°G oS

_ oG
W(Tc) = _éTT(TC) =T
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Asi pues, una discontinuidad en la segunda derivada de G a T' = T, implica una
discontinuidad en la capacidad calorifica en T' = T, (lo mismo puede decirse
del resto de susceptibilidades, « y k7). Este es un ejemplo de discontinuidad
en una susceptibilidad que, junto con una longitud de correlacién infinita y una
ley potencial de las correlaciones cerca de la criticalidad son las caracteristicas
més destacadas de las transiciones de segundo orden.

1.3.3. Implicaciones del tercer principio de la Termodina-
mica

Ademas de las implicaciones de los dos primeros principios, la Termodina-
mica reposa sobre el tercer principio. Este principio es de especial interés para
esta obra, ya que la Mecanica Cuéntica, a diferencia de su homologa clasica,
permite el estudio de las propiedades fisicas de sistemas a baja temperatura,
regién en la que la denominada Tercera Ley de la Termodinamica adquiere una
especial relevancia. Esta ley se concreta en el denominado postulado de Nernst
que afirma que la entropia de cualquier sistema se anula en el cero absoluto de
temperatura715

(8(]) =0= lim S =0, Planck.
oS ;N T—0
Realmente, esta versiéon es una extensién debida a Planck del postulado origi-
nalmente formulado por Nernst, que establece que lo que se anula en el cero

absoluto de temperatura es la variacién de entropia en cualquier proceso:'%

lim AS =0, Nernst .

T—0
Este fue el ultimo postulado de la Termodinamica en desarrollarse y es in-
consistente con la Mecanica Estadistica Clasica, por lo que tuvo que esperar
a la formulacién de la Mecénica Estadistica Cudntica para poder justificarse
adecuadamente. Las principales consecuencias de la Tercera Ley de la Termo-
dinamica son que, a T = 0:

oz—l 8—‘/ =0
B or),

V
1 /oP 1 /oV
=5 5r), =% =7 (5), %0
Cp = Cy = 0. (168)

El hecho de que todos los calores especificos sean nulos en el limite de bajas
temperaturas es una de las pruebas experimentales de la Tercera Ley, y se

15En sistemas que poseen una degeneracién del estado fundamental (hielo, hielo de espin,
vidrio de espin...) se obtiene una entropia residual S(T" — 0) # 0.

160Observemos que el enunciado de Planck es més restrictivo que el de Nernst, ya que no
exige unicamente que la variacién de entropia sea cero en cualquier proceso termodindmico
en el cero absoluto -lo que inicamente implica que la entropia de todos los estados del sistema
sea la misma- sino que impone que la entropia de todo estado del sistema sea nula a dicha
temperatura.
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Figura 1.7: Capacidad calorifica del He* liquido en funcién de la temperatura.
La temperatura critica de la transicién superfluida (condensacién de Bose-
Einstein) es T=2,19 K. (T. L. Hill, ”Statistical Thermodynamics”) Hill (1986).

usa como condicién de validez de los formalismos teéricos. Incluso en sistemas
en los que se producen transiciones de fase con divergencias de la capacidad
calorifica (transiciones de fase \) como la representada en la Fig. 1.7, en el
limite 7' — 0 la capacidad calorifica se anula. Como hemos dicho este principio
de la Termodindmica no encontrard una adecuada interpretacién en el marco
de la Mecéanica Estadistica Clasica, sino que serd preciso acudir al formalismo
cudntico para su interpretacién. Clasicamente ha venido afirmandose que las
particulas se “detienen” en el cero absoluto, lo que obviamente es incompati-
ble con el principio de indeterminacién, ya que implicaria tener perfectamente
definidos su posicién y momento. A bajas temperaturas (T' ~ 0), la relacién
entre la longitud de onda de de Broglie y la distancia media entre particulas es
tal que el sistema se encuentra plenamente degenerado y hemos de describirlo
en el formalismo cudntico.!” Este formalismo es plenamente compatible con el
tercer principio, como veremos.

De acuerdo con el principio de Boltzmann que veremos en el tema siguien-
te, sabemos que la entropia se relaciona con el niimero de estados accesibles al
sistema, lo que ademas constituye una medida de su desorden y, consecuente-
mente, del nivel de informacién del que podemos disponer acerca del mismo. En

17Esto es lo que permite corregir patologias del tratamiento clasico como el que conduce
a que el gas ideal clasico tenga una entropia constante cuanto T' — 0, independientemente
de las coordenadas del sistema. Como veremos, los gases ideales cuanticos no sufren este
problema, y sus propiedades termodindmicas admiten una extrapolacién a T = 0.
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el cero absoluto, el sistema se encuentra en el estado fundamental de energia.
Para sistemas en los cuales el espectro energético es discreto, el principio de
Boltzmann implica que la entropia del sistema es S = kg In g, donde gy es la
degeneracion del nivel fundamental de energia. Si este estado es no degenerado,
evidentemente gg = 1 y por tanto S = 0, de acuerdo con lo establecido por el
enunciado de Planck. Aun en el caso de que se trate de un sistema con nivel
fundamental degenerado, la degeneracién verificard en general go < N donde
N es el nlimero de moléculas del sistema, por lo que S < kg In N, lo que estaria
de acuerdo con el enunciado de Nernst, siendo ademés la entropia por molécula
esencialmente nula en el limite 7" = 0.

Los sistemas macroscépicos tienen en general un espectro esencialmente
continuo, y para verificar en ellos la tercera ley de la Termodindmica debemos
analizar el comportamiento de su densidad de estados, g(F),'® en el limite de
energia nula. En ese limite de temperatura nula, la practica totalidad de las
sustancias se encuentran en estado sélido, y al analizar el modelo de Debye del
solido veremos que su capacidad calorifica se anula en ese limite. El helio, tinica
sustancia de la naturaleza que permanece liquida en el cero absoluto a presiéon
ordinaria, presenta una densidad de estados cualitativamente similar a la del
solido y también verifica la tercera ley de la Termodindmica.

1.4. Ejercicios Relacionados

Ejercicio 1.1:

Demuéstrese que los autoestados y autovalores del operador densidad son,
respectivamente, los estados que forman la mezcla estadistica de estados, |¢;),
y sus probabilidades, P;.

1.5. Lecturas complementarias

= Goldstein, H. (1980). Classical Mechanics. Addison-Wesley

» Landau, L. D.; & Lifshitz, E. M. (1976). Mechanics, Third Edition: Vo-
lume 1 (Course of Theoretical Physics). Butterworth-Heinemann

= Reed, T., & Gubbins, K. (1973). Applied Statistical Mechanics: Ther-
modynamic and Transport Properties of Fluids. Chemical engineering
series. McGraw-Hill

s Sychev, V. (1991). The Differential Equations Of Thermodynamics. Tay-
lor & Francis. Capitulo 2.

18Ver capitulo siguiente para aclarar este concepto.



Capitulo 2

Fundamentos de la
Mecanica Estadistica

2.1. Introduccién

Como se ha dicho en la introduccién a esta obra, la mecénica estadistica
trata de establecer la conexién entre la fenomenologia observada en un deter-
minado sistema fisico a escala macroscépica, i.e., lo que constituye el dominio
propio de la Termodindmica,’ y la dindmica de sus constituyentes microsco-
picos (dtomos, moléculas, etc.). Esto es, sirve de puente entre la Mecénica
y la Termodinamica. Podria pensarse que a medida que aumente el nimero
de particulas se incrementara la complejidad de la descripcién del sistema, y
que no aparecera ninguna regularidad resenable. No obstante, como veremos,
ocurre justamente lo contrario, pues se manifiestan a nivel macroscépico le-
yes estadisticas independientes de las leyes de la mecanica que gobiernan el
comportamiento del sistema a nivel microscépico.

La descripcién del estado del sistema desde la perspectiva macroscopica
se realiza en térmicos de parametros fenomenolégicos como presién, tempera-
tura, composicién quimica, polarizaciéon eléctrica o magnética de la muestra...
Esto es, en términos de variables de estado del sistema globalmente considera-
do y de funciones de las mismas. Los estados asi descritos reciben el nombre
de macroestados. No obstante, el sistema estd compuesto por constituyentes
microscopicos y es posible optar por una descripcién de su estado especifican-
do el estado mecanico de todos sus constituyentes, bien mediante la mecanica
clasica cuando sea posible,? o mediante la mecanica cudntica de todos ellos.
El resultado asi obtenido se denomina microestado del sistema y, obviamente,
contiene una cantidad mucho mayor de informaciéon que la correspondiente al
macroestado. Desde esta perspectiva, microestado es cualquier configuracion

IRecordemos que el limite termodindmico es aquel en el que el nimero de constituyentes
del sistema tiende a infinito, N — oo, mientras que la densidad del mismo, N/V, permanece
finita.

2Véanse las condiciones de validez de la descripcién clésica de los constituyentes de un
sistema fisico en el capitulo anterior.

41
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que el sistema pueda adoptar en el curso de sus fluctuaciones microscopicas vy,
aunque cambia con una frecuencia muy elevada (hasta 10%° veces por segundo),
el macroestado del sistema no lo hace, por lo que debemos concluir que cada
macroestado es compatible con un nimero muy elevado de microestados.

El hecho fundamental de la Mecanica Estadistica es que los microestados
del sistema deben ser tratados como sucesos aleatorios al no disponer de in-
formacion completa sobre ellos, bien por la imposibilidad practica de conocer
todas las posiciones y momentos de las particulas constituyentes en el caso
clasico, bien por la imposibilidad conceptual de hacerlo, como en el caso de
la descripcién mediante la mecdnica cuantica. Esto nos conduce a la necesi-
dad de especificar variables aleatorias para su descripcién matematica y una
distribucién de probabilidad para los mismos con el fin de proporcionar una
descripcion estadistica completa. Por lo que respecta a las variables aleatorias,
la descripcion de los microestados de un sistema fisico exige especificar el estado
mecanico de todos sus constituyentes, lo que, como se ha dicho, puede hacerse
en determinadas circunstancias en el marco de la mecanica clasica o, de mane-
ra mas general, de la cudntica. En el primero de los casos, la descripcion del
microestado (1) de un sistema formado por particulas con f grados de libertad
exige la especificacion de las N f coordenadas y los N f momentos generali-
zados de las N particulas que componen el sistema, lo que define un vector
l = (qN,pN) =(q1,92,---,9N;P1,P2,-.-PN) €n un espacio 2N f-dimensional
denominado espacio fasico, un concepto de gran interés, como veremos, para la
descripcion estadistica de sistemas fisicos. En el caso cudntico el microestado
se describe mediante la funciéon de onda del sistema si se trata de un estado
puro, o a través del operador densidad en el caso de un estado mezcla, como
ya hemos mencionado.

Por otro lado, en el curso de la evolucién dindmica microscopica (animada
por la energia térmica por particula, proporcional a la temperatura del sistema,
kpT) y dependiendo de las condiciones macroscépicas del sistema, se ocupan de
manera probabilistica todas las configuraciones compatibles con el macroestado
del sistema, i.e., la evoluciéon microscopica es un proceso aleatorio o estocastico.
Esto da lugar a una distribucién de probabilidad de ocupacién de los diferen-
tes microestados del sistema. El estado de equilibrio corresponde a aquel que
maximiza la probabilidad anterior. Ademads, esta distribucién permite obtener
los valores macroscépicamente observados de las diferentes magnitudes obser-
vables, A, como promedios sobre los diferentes microestados compatibles con
el macroestado dado. Como veremos, estos pueden calcularse como promedios
temporales

1 T
(A) =~ [ A)dt, (2.1)
2

o como promedio en el conjunto de microestados compatibles con el macroes-
tado (colectividad):

(A1) =D RHA, (2.2)
l

donde la suma se extiende al conjunto de todos los microestados compatibles
con el macroestado. En el caso de que no haya configuraciones prohibidas ni el
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T(E)=) g0(E' —ex) = g
E A k k=0
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Figura 2.1: Ntimero de estados de energia menor que E’.

sistema esté restringido a moverse en una regiéon de su espacio muestral, ambos
promedios coinciden para intervalos suficientemente largos (7 — o). Natural-
mente, en una situaciéon general en la que sobre el sistema actie alguna forma
de perturbacién externa o interna, o bien esté atn en proceso de relajacion al
equilibrio tras la cesacién de la perturbacion, la distribucién de probabilidad
de los microestados del sistema dependeréd del tiempo, P, = P(7). Debido a
las interacciones de naturaleza aleatoria con su entorno, los procesos estocéas-
ticos de evolucién temporal de los sistemas fisicos macroscopicos suelen ser de
tipo markoviano, i.e., de corta memoria temporal, lo que permite una descrip-
cién matemdtica precisa de la evolucién temporal de P;(t) y de sus valores
asintéticos de equilibrio en términos de la denominada ecuacién maestra. Esta
permite describir también el proceso de evolucién al equilibrio en las diferentes
situaciones de un sistema fisico en combinacién con la denominada entropia
estadistica, cuya maximizaciéon conduce a la obtencién de las distribuciones de
equilibrio del sistema. En el presente capitulo de introduccién al formalismo de
la Mecanica Estadistica trataremos con detalle todas estas cuestiones.

2.2. Volumen fasico y densidad de estados de
un sistema fisico. Teorema de Liouville.

Como hemos mencionado en la secciéon anterior, un macroestado dado de
un sistema fisico es compatible con una pluralidad de microestados. Se trata
ahora de cuantificar esto de manera adecuada y para ello son de gran utilidad
los conceptos de espacio de las fases o espacio fasico, volumen fasico y densidad
de estados que presentaremos a continuacion.
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El recuento de microestados compatibles con un macroestado dado y la
distribucién de estos en el espacio de las fases es absolutamente fundamental
en Mecéanica Estadistica. En particular el nimero de microestados compatibles
con una determinada energia F, como quedarfia de manifiesto posteriormente
en esta misma seccion al introducir el teorema de Liouville.

Consideremos un sistema con espectro discreto de niveles de energfa (Fig.
2.1). En este caso, el ntumero de estados con energia menor que una dada F es:

T(E)= Y 6(E-E)= ) gbE-E), (2:3)

i estados k niveles

donde 6 representa la funcién escaléon o de Heaviside y gi es la degeneracién
del nivel k-ésimo. En el caso de que el sistema tenga un espectro de niveles de
energia que podamos considerar continuo o cuasicontinuo (tipico de sistemas
macroscopicos),

I(E) = /OE g(E"0(E — E"dE', (2.4)

donde, como vemos, g(E) tiene el significado de una densidad de estados, pues
que el namero de estados con energias entre £y E + dE es

dT'(E) = g(E)dE. (2.5)

La aplicacién del teorema fundamental del calculo integral lleva directamente
a:

oB)= T =S 5m - . (2.6)

Es también de destacar que la densidad de estados es la generalizacion continua
de la degeneracién de un nivel de energia y que representa, por tanto, los estados
de una determinada energia (Fig. 2.2).

dT (€) = g (€) de

Figura 2.2: Densidad de estados.

Como ya se ha mencionado, un concepto de gran utilidad para el recuento
de estados en el formalismo clasico es el de espacio de las fases, espacio fase o
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- agN dpN
hNS

>N
q

Figura 2.3: Espacio fasico cldsico (a) y espacio fasico cuantizado o cuasiclasico

(b).

espacio fasico, que denotaremos por I', y que es aquel integrado por todos los
microestados posibles de un sistema. Sus coordenadas son las coordenadas y
momentos generalizados asociados a los grados de libertad relevantes del siste-
ma. En sistemas formados por N particulas con f grados de libertad, el espacio
de fases es un espacio 2N f-dimensional definido por las N f coordenadas de
posicién y N f coordenadas de momento necesarias para definir el estado mecé-
nico de todos sus constituyentes. En un tratamiento puramente clasico de estos
sistemas, en el que es posible conocer sin limitacién alguna la posiciéon y el mo-
mento de las diferentes particulas del sistema, un microestado es literalmente
un punto (i.e., un conjunto de medida nula) en el espacio fasico, (g~,p" ). Para
particulas indiscernibles o indistinguibles, un microestado constara, sin embar-
go, de un conjunto de N! puntos, correspondientes a todas las permutaciones
posibles de las N particulas que conducen al mismo microestado. Ademas, en
el limite cuantico, y como consecuencia del principio de incertidumbre, un mi-
croestado no sera estrictamente un punto en el espacio de las fases, sino que
ocupard un volumen hV7/(Fig. 2.3).

El volumen fasico de una determinada regiéon R del espacio de las fases de
un sistema se define como la integral del volumen fasico elemental en esa region,

dr vazl = dq;dp;:
N
Ir= / Hd(h’dpi- (2.7)
Ri=1

Como quedara de manifiesto con posterioridad, un volumen fasico especialmen-
te relevante en mecéanica estadistica es aquel correspondiente a la region en la
que el sistema mecénico tiene una energia menor o igual que una dada E, I'(E),
que se obtendra como el volumen de la regién en la cual H(¢V,p") < E. En el
caso puramente clasico, este volumen coincide con la medida del espacio fasico
(i.e., con el nimero de microestados) de energia menor que una dada. Sin em-
bargo, este nimero presenta unidades de accién, lo que no tiene sentido. En el
caso en el que el sistema admita una descripciéon cuasiclasica, a cada estado se
le asignara un volumen AN7 en el espacio de las fases, por lo que el elemento
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de volumen fasico serd:

ar — ity daidp:
= it CHP:

De este modo el volumen de la regién buscada es:

I'(E) = / dr, (2.9)

H<E

(2.8)

que puede escribirse en términos de la funcién de Heaviside o escaldn, 6(z),
como:

I'(E) = /9 [E — H(¢",p")]dl, (2.10)
r
y que corresponde al niimero de estados de energia menor que E. Légicamente,
en el caso de particulas indistinguibles, este niimero sera el resultado de corregir
el resultado anterior por las permutaciones de las particulas N!.

A partir de esta magnitud es inmediato obtener el nimero de estados que
tienen una determinada energia F, i.e. los estados con energias entre £y E+dFE,
dI'(E). Como vimos, esta cantidad puede escribirse como dI'(E) = ¢(E)dE,
donde ¢g(F) es la densidad de estados por intervalo de energia que en el caso
clasico puede escribirse como

g(E) = % = /5 [E—H(¢N,p")]dl, (2.11)
T

donde hemos usado la Ec. (2.10) y que df(z)/dx = 6(x). Como vemos nueva-
mente, la densidad de estados no es sino la derivada del volumen fasico de la
regién de microestados con energia menor o igual que una dada, y es el equi-
valente continuo de la degeneracién de los niveles de energia discretos propia
de un tratamiento cuédntico.

2.2.1. Teorema de Liouville

La evolucion del estado del sistema a lo largo del tiempo describe la tra-
yectoria del espacio de fases en un espacio de elevada dimensionalidad. Esta
trayectoria incluye el conjunto de estados compatibles con un determinado es-
tado inicial. Naturalmente, la evolucién temporal del microestado en el espacio
de las fases define un proceso aleatorio o estocastico alentado tanto por fluc-
tuaciones térmicas enddgenas como por la interaccion aleatoria del sistema con
su entorno y determina que la ocupaciéon de un determinado microestado del
sistema en un instante dado sea un suceso aleatorio y, por tanto, sometida a
las leyes estadisticas. Como sabemos, en el caso de que la dindmica del sistema
a nivel microscépico pueda describirse mediante la mecanica clésica, al micro-
estado [ del sistema se le asociard una variable aleatoria continua [ = (¢, p"),
gobernada por una funcién de densidad de probabilidad, p(¢™,p"), de modo
que la probabilidad de que el sistema ocupe el microestado [, i.e. la de que
ocupe un volumen dg™¥dp"™ en torno a (¢V,p), serd

dP(qN,pN) = p(qN,pN)dF, (2.12)
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donde, evidentemente,

/dP(qN,pN)=/p(qN,pN)d1“:1. (2.13)
T I

Naturalmente, en el caso de que el microestado se describa mediante la mecéa-
nica cudntica, p(¢",p") se sustituye por el operador densidad.

A tiempos suficientemente largos, y siempre que en el espacio fasico no
exista ninguna restriccién a la ocupaciéon de determinados estados, podemos
esperar que el sistema pase en cada regién de su espacio de fase de microesta-
dos con la misma energia un tiempo proporcional al volumen de dicha region,
es decir, que todos los microestados accesibles de idéntica energia sean equi-
probables (hipétesis ergddica). Evidentemente, esto implica que la densidad de
probabilidad de ocupacién de los diferentes microestados no cambie durante la
evolucién temporal de los mismos, lo que estd garantizado por el denominado
teorema de Liouville. Para sistemas mecanicos cuya dindmica esté regida por
las ecuaciones de Hamilton, es posible probar que el volumen fasico de una
region del espacio fasico permanece constante a través de la dinamica del sis-
tema, lo que permite introducir densidades de probabilidad normalizadas en
el espacio de las fases.® Probemos ahora este importante teorema usando para
ello el formalismo clésico.

El teorema de Liouville describe la evoluciéon en el tiempo del espacio de
fase. Considérese, como de costumbre, un hamiltoniano con coordenadas g; y
momentos conjugados p;, donde i = 1,..., N. El teorema de Liouville establece
que la distribucién de probabilidad en el espacio fasico, p(p, ¢;t), que determina
la probabilidad p(p, ¢;t)dg™N dp”™ de que el sistema se encuentre en el elemento
diferencial de volumen fasico dg™ dp®, verifica

dp _9p ~(0p. Op.
=== i+ =—pi ) =0. 2.1
7 aﬁ; 9q 0 ap b ) =0 (2.15)

Esta ecuacién establece la conservacion de la densidad en el espacio de las fases
dado que la distribucién de probabilidad es constante a lo largo de cualquier
trayectoria del espacio fasico.

La demostraciéon de este teorema utiliza la ecuacién de continuidad* de
la distribuciéon de probabilidad en el espacio de las fases, que implica que los

3Ya hemos probado en el capitulo anterior que en el caso cuantico

dp 0p 1

—=—4 —[p,H]. 2.14

@~ o a1 (214)

4La ecuacién de continuidad describe el transporte de una determinada magnitud descrita
por una densidad p. En el caso general en que existan fuente o sumideros de esta magnitud
activa, la variacién de la misma en el interior de un volumen arbitrario se debe al flujo de
las densidad de corriente j = pu a través del recinto del volumen y al término de produccién

interna: J 3
. P
— dV = — d. — dV. 2.16
dt/p ?{’ 8+/<at)mt (2.16)
v

v v
Utilizando el teorema de la divergencia, podemos reexpresar la ecuacién anterior en forma
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puntos representativos de los microestados del sistema no se crean ni destruyen
a lo largo de la dinamica del sistemas:

N . .
8P+VJ=0@8”+2<8§$1) +‘r’(ap§l>) 0, (2.19)

y por tanto su variaciéon en el interior de un volumen del espacio es debida
unicamente al flujo neto a través de las fronteras del volumen. Esto es, la
terna (p, pg;, pp;) es una corriente conservada. Desarrollando las derivadas en
el término de corriente y teniendo en cuenta que las ecuaciones de Hamilton
implican que

dq; | Op; “~( 9*H  0°H
< %y p”)sz( - — 0, (2.20)
dq;  Op; “—~ \0q;Op;  OpiOy;
se recupera la Ec. (2.15). Asi, vemos que en virtud del teorema de Liouville,
durante el movimiento en el espacio fasico del fluido de microestados la derivada
convectiva de su densidad, dp/dt, es nula, ya que el campo de velocidades
u = (p,q) en el espacio de las fases tiene divergencia nula.

En el caso de sistemas en equilibrio, y por tanto estacionarios,
lo que:

5 0p _
5 =0, por

uVp=0< {p,H} =0, (2.21)

y la densidad de puntos fasicos (microestados) es una integral del movimiento.
Este resultado es de crucial importancia en el formalismo estadistico y tiene una
serie de implicaciones de gran relevancia. En particular, es evidente que para
un sistema estacionario el gradiente de la funcién de distribucién es normal a
la trayectoria dindmica, por lo que su funcién de distribucién no cambia a lo
largo de las trayectorias fasicas, i.e., el movimiento fasico tiene lugar en una
hipersuperficie de densidad de probabilidad constante. Esto permite describir
el espacio fasico en términos de una distribucién de probabilidad p(q,p) que
se mantiene constante a lo largo de la dinamica de sistemas estacionarios, lo
que a su vezpermite la obtencién de promedios estadisticos estables para los
diferentes observables.

Gibbs concret6 este resultado sugiriendo que en lugar de trazar la trayecto-
ria de cada punto en el curso de la dindmica y considerar el promedio temporal
de las magnitudes, se considerase la denominada colectividad estadistica, un
conjunto de réplicas del sistema que difieren inicamente en el valor de las coor-
denadas fasicas en un instante temporal. En sistemas ergddicos los promedios
temporal y sobre esta colectividad de cualquier magnitud dependiente de las

diferencial como,

dp . 8p)
— +Vji=|— , 2.17
ac tYI (815 it 217)
que para magnitudes conservadas se reduce a:
0,
% ivj=o. (2.18)

ot

5En esta primera parte consideraremos inicamente este tipo de situaciones de los sistemas.
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coordenadas fasicas, A(qV,p), son idénticos, como ya se ha mencionado en la
introduccién.
) T
W= i g [ A
0
= / (g™, p™)A(gN, pV)d . (2.22)
r

Por otro lado, otra consecuencia importante del teorema de Liouville es
que la densidad de probabilidad de microestados de sistemas estacionarios es
una constante del movimiento. Esto implica que es posible expresar p(p, q) en
funcion de las siete integrales del movimiento que existen para la mayoria de los
sistemas fisicos, F, P y M, i.e., energia, momento lineal y momento angular
[Landau (1958); Rumer & Ryvkin (1980)]. Asi,

p(p,q) =aFE + BP +~M. (2.23)

Si el sistema de referencia en el que se describe el sistema es tal que no se rea-
liza movimiento traslacional ni rotacional, P = M = 0, lo que implica que la
densidad de probabilidad es funcién tnicamente de la energia: p(p,q) = p(E).
Asi pues, el sistema en el curso de su dindmica microscopica ocupa sucesiva-
mente las diferentes configuraciones microscépicas del espacio de fases con una
probabilidad controlada exclusivamente por su energfa, p(E). La importancia
de este resultado es enorme, como se vera en lo que sigue.

Ejemplo 2.1

Una particula de masa m se mueve a lo largo del eje x entre dos barreras de
potencial infinitas situadas en x = 0 y z = [. Indicar la trayectoria de la particula
en el espacio de las fases. Obtener el volumen féasico I'(E). Demostrar que I'(E) es
constante si la pared situada en x = [ se desplaza una cantidad infinitesimal dl.

Solucién:
Una particula libre dentro de una caja unidimensional tendra el hamiltoniano de
una particula libre: ,
H(g,p) = 2%-
La evaluacién del volumen fasico del sistema pasa por calcular la hipersuperficie de
energia constante, que en este caso es:

(2.24)

2

H(q,p)=E = 2an — E&p=+V2mE. (2.25)

Luego las hipersuperficies H = E son las que se muestran en la figura 2.4. El
volumen fasico de la regién del espacio de las fases en la que H < E sera entonces:

\/2mEl: / dpdq:2
h

I(B)=2"" L. (2.26)

H<E
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Figura 2.4: Hipersuperficie de energia constante.

Notemos que este mismo resultado lo podriamos obtener (re)contando el nimero
de estados cudnticos de particula en ese potencial:

232
2T h
En = 2ml2’
2mi2E,  .2mE,
NE)=) OE-E)= > 1x g =2l (2.27)
n E,<FE

Consideremos la variacion del volumen fésico anterior cuando desplazamos lentamente
con una velocidad |u| < p/m una de las barreras de potencial. De esta forma durante
el desplazamiento tendran lugar miltiples colisiones entre la barrera y la particula. En
el sistema de referencia de la barrera de potencial mévil la conservacién de momento

implica
pi =P,
pi=m (& _ u)
! m
pr=m (% + u) , (2.28)

de lo que es posible deducir ficilmente que:
Df = Ppi — 2mu = 0p1 = —2mu. (2.29)

Evidentemente la velocidad de desplazamiento de la pared 6] = udt. Ademads, una
colisién tarda en producirse 7 = 21/(p/m), por lo que en el tiempo ¢ se producen,

N =0t _ pot _ pol

= = 2.
T 2lm  2miu’ (2.30)
colisiones que provocan un cambio en el momento
&l
op = Nop1 = P (2.31)

Esto implica que dpl = —pdl < §(pl) = 0, lo que conlleva que:

ST(E) = %5@1) —o0. (2.32)
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Este proceso es, por lo tanto, un proceso cuasiestatico e isoentrépico, ya que 6" =
0=45=0.

2.3. Densidades de estados de algunos sistemas
de interés.

En lo que sigue se analizara la descripcién cudntica de los estados estaciona-
rios de diferentes sistemas que presentan una especial relevancia para nuestros
propésitos en este curso introductorio. Esto nos permitird ademés obtener los
correspondientes volimenes fasicos y densidades de estados cudnticas y com-
pararlas con sus homologas clasicas.

2.3.1. Cadena lineal unidimensional

Considérese una cadena cuyos N eslabones independientes pueden estar
orientados hacia la derecha o hacia la izquierda (Fig. 2.5) y tienen una energia
intrinseca €, de tal modo que en el caso de que la cadena esté aislada

N=n4+n_,
E=(ny +n_)e= Ne. (2.33)

Un microestado del sistema (todos ellos de la misma energia) se etiqueta me-
diante el niimero de eslabones hacia la derecha (ny).% Evidentemente, la den-
sidad de estados de este sistema es la delta de Dirac g(E) = §(E — Ne). La
situacién es diferente en el caso de que la energia de los eslabones cambie segiin
su orientacién (e.g., por la existencia de una fuerza de traccién en uno de los
sentidos o por la presencia de un campo eléctrico en el caso de eslabones que
presenten momento dipolar eléctrico), de modo que ex = €+ y por tanto

N = ny+n_,
E = Ne+(ny—n_)o
= N (e—0)+2n4d. (2.34)

Como puede verse, la energia depende tnicamente del nimero de eslabones
orientados hacia la derecha (equivalentemente hacia la izquierda). El ntimero
de microestados con energia E define la degeneracion del estado, que en este
caso discreto coincide con la degeneracién del estado del sistemas:

NY)\ NI
ny)  nyln_!

N!
(55 [E = N(e = Ol]! [55 [N (e +0) - E]JI
SEste sistema es trivialmente equivalente al de una cadena unidimensional de spines s =

1/2, modelo bésico para el estudio estadistico de sistemas magnéticos y, en general, a cualquier
sistema con dos configuraciones posibles para cada uno de sus constituyentes.

9(E)

(2.35)
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< A
N 2

—

Figura 2.5: Cadena lineal unidimensional.

2.3.2. Particula en una caja

El conocimiento de los estados estacionarios de este sistema permite mode-
lizar la situacién fisica de las particulas de un gas ideal. El potencial al que se
encuentran sometidas las diferentes particulas del gas sera de la forma:

07 (I7 Y, Z) € AO
00, resto

V(z,y,z) = {

donde Aq es el interior del recinto de la caja. En este caso la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo, H |¢,) = E|t,), en la zona fisica es:

h2
—%sz/)n(x,% z) = Epthp(z,y, 2), (2.36)
sometida a las condiciones de contorno en la frontera de la caja:

Un(x,y,2) = 0. (2.37)

Suponiendo que la caja es un paralelepipedo de lados a;, ay, a., la solucién de
la anterior ecuacién en derivadas parciales es, trivialmente:

Vg m. (T, Y, 2) = Csen (kyw) sen (kyy) sen (k.z), (2.38)

donde los vectores de onda que pueden existir en la cavidad vienen determina-
dos por las condiciones de contorno:

ki = ——,  n;=12.. (2.39)
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Dado que en el interior de la caja la particula no se encuentra sometida a
ningin potencial, su energia estara dada por la ecuacién:

P2 h2K?

2m - 2m

K22 ny\ > n 2 n\?

— =) +(2) +(= : (2.40)
2m Qg ay a,

tratandose por lo tanto de un espectro discreto de energias -sistema ligado- no
degenerado propio de sistemas ligados (movimiento acotado).7 En lo sucesivo se
supondré, a menos que se indique lo contrario, que se trata de una caja ciibica

a = a; = ay = a,. La distancia entre dos niveles consecutivos de energia del
sistema en el espacio de vectores de onda (i.e. de momentos) es:

N My, Mz

Sk = ko — kn_y = —, (2.41)
a

Que es independiente del nivel, lo que indica que los niveles estan equiespaciados
en el espacio de vectores de onda, a diferencia de lo que sucede en el espacio de
energias. En virtud de este resultado podemos decir que el volumen de un estado
del sistema es finito en el formalismo cudntico, a diferencia del formalismo
mecénico cldsico en el que se encuentra representado por un punto (volumen
nulo). El volumen en el espacio de las k’s de un estado del sistema es (7/a)” =
73/V, y es una consecuencia de la indeterminacién inherente a su naturaleza
cuantica.

La obtencién del volumen fésico del sistema, I'(E, V'), exige conocer el ni-
mero de estados que tienen una energia menor que E, que puede calcularse
de la manera siguiente. El niimero de estados de particula con energia menor
que F coincide con el niimero de estados en el interior de una esfera de radio
k = vV2mE/h en el espacio de las k’s. Dado que en el espacio de vectores de
onda los niveles de energia estan equiespaciados, es posible calcular el niimero
de estados con energia menor a una dada E = h?k?/2m como el volumen de
una espera de radio k = v2m#FE /h dividido por el volumen de un estado. En
D = 3 este nimero viene dado por:

N(k) = gwk3/ (g)3 (2.42)

Sin embargo, debido a la exigencia de que los nimeros cuanticos n; sean po-
sitivos, Unicamente se tienen estados en el primer octante de la esfera, por lo

"La degeneracién significa que en un mismo nivel de energia pueden coexistir diferentes
estados del sistema. En el ejemplo que nos ocupa, cuando las dimensiones de la caja en las
tres direcciones del espacio son iguales, el espectro si exhibe degeneracién. Asi, en este caso

la energia de los niveles (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) es la misma,
B h2m2 7
2ma?

y, como vemos, es independiente del nivel. En el caso de que exista degeneracién, un nivel de
energia contiene varios estados cudnticos diferentes, lo que habra de ser tenido en cuenta a
la hora de realizar las sumas sobre estados.
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que es necesario introducir un factor 22 =8 en el denominador de la ecuacién
anterior. Esto equivale en la practica a que el volumen ocupado por un estado
de particula en una caja sea de 27/a:

4 g 2\ Vo
N(k)—37r/<:/<a> =53k (2.43)

de manera que el volumen fésico por particula en el espacio de energia es:

34
N(E, V)= (\/QmE/h> = ATV om) 2 g2, (2.44)
62 3h3
A partir de la ecuacién anterior es trivial obtener la densidad de estados del

sistema.: Or(E. V. N) -
_ y ¥y — U 3/2 1/2
g(E, V) 9E 3 (2m)>* EY=. (2.45)

Notese que esto coincide con la densidad que se obtendria a partir de la apli-

caciéon de -
h°k
g(E)Ek5<E— 2m>'

El volumen fasico anterior debe compararse con el que se obtendria en el caso
puramente clasico:

Ceas(E,V) = / drdp =V / dp

H(rp)<E p<VIE
AV
= WT (2m)*/? E3/2 (2.46)

Como se ve, la diferencia entre los dos volimenes fasicos de particula radica en
el factor h® del denominador de la Ec. (2.44), lo que conduce a

1_\clo‘r,s (E, V)

L(B,V) = =53

(2.47)
El anterior resultado confirma que el volumen minimo de un estado de parti-
cula en el espacio fasico cudntico es, en D = 3, h3 como consecuencia directa
del principio de incertidumbre de Heisenberg, ya que la indeterminacién de la
posicién y el momento en cada dimensién verifica ApAqg ~ h. Esto permite,
en el limite clasico, retener la imagen del espacio fasico introduciendo en la
medida del espacio un factor h® que dé cuenta de este volumen minimo de un
microestado en el espacio de momentos:

dqdp
h3

dqdp —

o lo que es lo mismo, para un sistema de N particulas:

qu de
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D

Figura 2.6: Volumen finito de un microestado en el espacio de las fases semi-
clasico.

lo que obviamente resuelve también el problema dimensional que presentaba
la medida puramente clasica, que arrojaba un nimero de microestados con
dimensiones de accién.

Como se demuestra a continuacién, es posible extender este resultado a
sistemas con otras dimensionalidades. Para ello debemos tener en cuenta que
para una particula en una caja el “volumen”de un estado en el espacio de las
k es un volumen ctibico de lado 6k = 7/a.

i) Caso unidimensional. La “esfera”(hiperesfera) en dimensién 1 es el
segmento de longitud k. Por lo tanto el nimero de estados de traslacién en esta

hiperesfera es:

N(k) = 2K (2.48)

2 )
(%)
donde el factor 2 da cuenta de que k debe ser mayor que 0. Por lo tanto,

N(k) = ~k. (2.49)

Usando la relacion de dispersién de particulas no relativistas:

2 2 1/2
P (k) (2mE)
E = — = — k = 2.
2m om ho (2:50)
y, por lo tanto, el volumen fasico en el espacio de energias es
a (QmE)l/2 a 1/2 11
NE)=——F"—=—(2 EY/? 2.51
(B) =252 = 2 (o) 2 B2, (251)
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por lo que:
dN(E) a 12 o1
E) = =—(2m)"/? B2, 2.52
9(E) iE , (2m) (2.52)

ii) Caso bidimensional. En este caso la hiperesfera de radio k en el espacio

de los vectores de onda es el area de un circulo de radio k:

L] ARy |

EEE 248

Figura 2.7: Esquema del célculo de la densidad de estados.

mk? a? ,
Ty T
a

y usando de nuevo la relacién de dispersion no relativista tenemos:

a? 2mE  wa?
NE) == =z mE

y consecuentemente:
2

a
g(E) = ﬁ2mﬂ'.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

iii) Dimensién D arbitraria. El ntimero de estados con vector de onda
menor que k (es decir, con energfa menor que E = h%k?/2m) esté dado, como de
costumbre por el volumen de la hipersfera de radio k en el espacio de dimension

D dividido por el volumen de un estado en dicha dimension.

VD(k}) CL2
N(k) = = Vo (k),
8= (227 = G2

a

(2.56)
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donde Vp(k) es el volumen de la esfera de radio k en el espacio de dimensién
D y viene dado por:

Vi (k) = F(g;/i 1)kD = (7;722;!1@]3. (2.57)
Consecuentemente:
(k) = (27:))[/)232)'14[’ = N(E) = ¢ 2:;;/2];2)! (2m£ T ey
que se puede reexpresar como
N(E) = };:3(/;(;123)! (2m)P/? EP/2, (2.59)

La densidad de estados puede obtenerse de manera inmediata a partir del
volumen fasico anterior y vale

7D/24D

9(E) - (2m)P/? pP/2L (2.60)

T wb(D/2-1)

2.3.3. Oscilador armonico

Considérese un oscilador armoénico unidimensional, cuyo hamiltoniano pue-
de escribirse de la forma:

1
H="—+ —mwz”, (2.61)
m
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que en términos de los operadores no hermiticos a; y a:fg

como:

se puede reexpresar

H= (aTa - ;) hw. (2.62)

De acuerdo con la Mecanica Cuantica, los autoestados y autovalores del hamil-
toniano anterior son:

Hn) = En[n),

1
E, = <n+ 2) hw, n=0,1,2.. (2.63)

Como puede verse en la ecuacién anterior, el espectro es discreto y no degenera-
do. La distancia entre niveles de energia consecutivos, en el espacio de energia,
es:

SE, = hw, (2.64)

lo que lleva a que en este caso son equiespaciados en el espacio de energias. Por
ello el volumen fasico y la densidad de estados pueden obtenerse de manera
inmediata:®

E 27FE
I(E)=— ="
(B)=12-=~ "
OT(E,V,N) 1
B =" 2.65
g(B) = St (265)
8Recordemos que
. mw A
a = E (-’E + mp) ;
ot = ﬂ(x_gp)
2h mw ’
lo que conduce a
e
p = i gmw(a —a) .

Sabemos que [af,a] = 1 y que, por tanto, la actuacién de estos operadores sobre los autoes-
tados de energia (n| es:

afln) = VnFln+1),

aln)y = /njn—1).
de modo que
N =ala,
Nin) =n|n).

9Como vemos, a diferencia del caso de particulas en una caja, en este caso la diferencia
entre niveles consecutivos de energia es constante en el espacio de las energias, por lo que es
sencillo hacer el recuento de estados directamente en este espacio.
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Figura 2.8: Espacio fasico de una particula en un potencial arménico.

que debe compararse con el resultado clasico:

2F 2B
Fclas(E‘) = / d.’l?dpm = WM\/; = L7
w w

H<E

2w
gclas(Equ) = U (266)

Nuevamente, como vemos, la diferencia radica en el factor h en el denominador
de las expresiones anteriores asociado a la indeterminacién cuantica del estado
dinamico del sistema:

2.4. Dinamica markoviana estacionaria de los
microestados de un sistema fisico macros-
copico

Después de lo introducido en las secciones anteriores, la pregunta que se
plantea en este punto es: jla evolucién temporal de los microestados de un
cuerpo macroscopico da realmente lugar a un proceso estocdstico?. Y si la
respuesta es afirmativa, jqué tipo de proceso estocdstico es? jMarkoviano (en
el sentido del apéndice B)? Estas preguntas son equivalentes a plantearse si es
posible describir la dindmica de los microestados de un cuerpo macroscépico
mediante una ecuacién maestra, como la introducida en el apéndice B.

En primera instancia las respuestas a ambas preguntas han de ser negativas,
pues la ecuacion que rige la evolucién temporal de un sistema fisico a nivel
microscépico en Mecanica Cudntica es perfectamente determinista, por lo que
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dicha evolucién temporal ni siquiera definiria un proceso estocastico. En efecto,
la evolucién temporal del estado cudntico del sistema, [1)(t)), estd gobernada
por la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

L d[y(t))
ih il

= H[y(t)), (2.67)

por lo que el conocimiento del hamiltoniano del sistema y de su estado en un
instante determinado del tiempo, [¢(tg)), determina sin ambigiiedad el estado
en cualquier otro instante posterior. En el caso de que no hay dependencia
temporal explicita en H, H # H (t)

(1)) = U, to) [ (to)) = e~ FHE10) |4 (2)) . (2.68)

Asi pues, podemos decir que la ecuacién de Schrodinger conduce a una dindmica
temporal determinista de los microestados de un sistema fisico. En el caso
de que el sistema se encuentre en un estado mezcla (lo que es el caso, como
sabemos, de los cuerpos macroscopicos), podriamos afirmar lo mismo de la
evolucién temporal del operador densidad del sistema.

Por otra parte, es inmediato probar que la ecuaciéon de Schrodinger es in-
variante bajo inversion temporal, i.e., predice las mismas propiedades fisicas

del sistema cuando t — #' = —t. En efecto, bajo la transformacién anterior la
ecuacion de Schrodinger se transforma como
L dy(t)) /
h—————= = H |[9(t
n ) )
R Y
| c(lt t) = H |yp(-t)). (2.69)

Usando el hecho de que |p(—t)) = ((¢)| (equivalentemente (—t) = *(t)), se
tiene

—ih 4w = (Y(t)| H, (2.70)

at’

donde se ha usado que el hamiltoniano es un operador hermitico H = H*. La
ecuacion anterior no es sino el complejo conjugado de la ecuacion de Schrodin-
ger. Dado que (¢ (¢)| contiene la misma informacion fisica que |¢(¢)), se concluye
que la transformacion de inversién temporal no provoca ninguna variacién en
las propiedades fisicas del sistema y, por tanto, que a todos los efectos practi-
cos, la ecuacion de Schrédinger es invariante bajo inversion temporal. Asi, la
dindmica microscépica del sistema predicha por la ecuacién de Schrédinger no
solo es determinista, sino también reversible.

., Coémo es posible entonces obtener una dindmica estocistica e irreversible
para los microestados de los cuerpos macroscépicos? La clave estd en el analisis
de la evolucién temporal de las amplitudes de probabilidad de que el sistema
se encuentre en un determinado estado propio del hamiltoniano a tiempo t.
Desarrollando el estado del sistema en la base de autoestados del hamiltoniano,
|t), tenemos

ch ) [hn); H|$n) = En[¢n) - (2.71)
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Como es bien sabido por los postulados de la Mecénica Cudntica, la amplitud de
probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado propio del hamiltoniano
|tn) a tiempo ¢t es ¢,(t), ya que la probabilidad de obtener en ese instante el
valor de energia F,, es |c, (t)|2. De acuerdo con las reglas de evolucién temporal,
el estado del sistema a un tiempo t' >t es

() = e 7= S e (1) i)
S ea(e HHE D ) = N m B0 (1) ), (272)

n

de tal forma que cada una de las componentes en (2.71) acumula una fase
relativa dependiente del tiempo en el curso de la evolucién temporal de este.
Evidentemente, siempre que conozcamos el hamiltoniano del sistema de ma-
nera exacta podremos controlar la evolucién temporal de sus amplitudes de
probabilidad y por tanto el estado del sistema en cualquier instante futuro.
Sin embargo, todo sistema fisico estd sometido a influencias exteriores de su
entorno incontrolables que, aunque débiles, son amplificadas por las colisiones
intermoleculares que tienen lugar en el seno del sistema. Supongase que W es la
energia caracteristica asociada a las perturbaciones exteriores que actiian sobre
el sistema. El un tiempo caracteristico de dichas perturbaciones, 7., sera, de
acuerdo con el principio de incertidumbre energia-tiempo

h

Text |W| ( 73)

Durante el transcurso de un intervalo de tiempo del orden de 7.,; el hamil-
toniano del sistema se modifica de forma aleatoria, lo que provoca que las
relaciones de fase predichas por la ecuacién de Schrodinger sean destruidas por
la accién de las perturbaciones exteriores aleatorias. Este hecho esta en la base
de la hipdtesis de fases aleatorias, cuya principal consecuencia es que el estado
del sistema es una superposiciéon incoherente de estados.'® Esta hipotesis obli-
ga a describir el sistema en términos probabilisticos, ya que no se dispone de
la informacién necesaria para predecir cual sera el microestado del sistema en
un instante de tiempo concreto. En estas condiciones, la evolucion temporal
del sistema constituye un proceso estocéastico. Por otro lado, para un tiempo
del orden del caracteristico de las perturbaciones exteriores (muy inferior a
los tiempos caracteristicos de los procesos de medida en sistemas macroscépi-
cos) reina en el sistema el caos molecular, estando los estados mecédnicos de
las particulas completamente descorrelacionados entre si. Esto implica que el
sistema “pierde” la memoria de sus microestados anteriores por el transcurso
de tiempos muy pequenos comparados con los de su evolucién macroscépica.
Asi pues, podemos afirmar que el proceso estocdstico de evolucién temporal de
los microestados de un sistema fisico es, en general, un proceso estocastico de
tipo markoviano (apéndice B). Ademas, teniendo en cuenta la invariancia de la

10La importancia de esta hipétesis en el formalismo mecano-estadistico es muy grande,
tanto que algunos autores (e.g. K. Huang) la elevan al rango de postulado de la Mecédnica
Estadistica Cudntica.
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ecuacién de Schrodinger bajo traslaciones temporales, podemos decir también
que se trata de un proceso estacionario. En resumen, para tiempos grandes
comparados con Tez+ (granulacién temporal), la evolucién de un sistema fisico
a escala macroscépica constituye un proceso markoviano estacionario. Adems4s,
esto garantiza que la evolucién macroscépica (termodindmica) es irreversible,
pues como se vera, la ecuaciéon maestra no es invariante bajo inversién temporal.
En lo que sigue se trataran las consecuencias de este resultado en lo referente
a la evolucion temporal y la irreversibilidad de la dindmica macroscépica de
sistemas fisicos, asi como sus distribuciones de equilibrio.

2.4.1. Propiedades de la ecuacion maestra. Tiempo de re-
lajacion.

La dindmica de la distribucién de probabilidad de microestados bajo un
proceso markoviano se describe mediante la ecuacién maestra (véase Apéndice
B.2)

dP,, (1)

dt = Z [Ps(t)wsm - Pm(t)w’rns] )

s#Em

donde P,,(t) representa la probabiliad de que el sistema se encuentre en el
microestado m a tiempo ¢, y w,,s es la probabilidad por unidad de tiempo de
transicién entre los microestados s — m. La ecuacién anterior puede escribirse
también como

AP, (1)

que es realmente un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden en el tiempo y acopladas, que en forma matricial se expresa como:

dP(t)
RPN WP(t),
Pi(t)
Piy=| .. |,
P, (t)
Wi = wij. (2.75)

Evidentemente, la matriz W no debe poder ser diagonalizable por bloques,
pues de lo contrario existirian zonas completas del espacio fasico no accesi-
ble, contraviniendo la hipotesis ergédica. Como ha quedado dicho, la ecuacion
maestra es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en el tiem-
po, por lo que el conocimiento de las condiciones iniciales, P(ty), determina
de manera univoca la solucién en cualquier instante posterior. A continuacién
se analizaran algunas de las principales propiedades de la ecuaciéon maestra,
en particular las referidas a la conservacién de las condiciones de distribucién
de probabilidad, la prediccién de existencia de equilibrio y del tiempo de re-
lajacién al mismo, asi como la irreversibilidad de la evolucién macroscépica
predicha por esta ecuacion.
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i) Normalizacién y positividad Supdngase que en ¢ = 0 el un vector de

probabilidades es P(0), que verifica que P, (0) > 0Vmy que ) Py, (0) =
1,1i.e., a tiempo t = 0 P(0) verifica los axionas de Kolmogorov y constituye
una buena distribucién de probabilidad de los microestados. Entonces se
verifica que

P,(t)>0, YVm=1.I, Vt>0
Y Pat)=1, Vt>0, (2.76)

i.e, que P(t) contintia siendo una buena distribucién de probabilidad en
cualquier instante de tiempo posterior. En efecto, probemos en primer
lugar la conservacién de la normalizacién. Usando la ecuaciéon maestra

%me(t) = Z dPCTlr;(t) = Z Z [Ps(t)wsm — P (t)wms)

m m m s#m

donde hemos usado que ), ws, = 0 (véase apéndice B) y la versién de la
ecuacién maestra en la que la suma se extiende a todos los microestados
y no Unicamente a los m # s (Eq. 2.74). Luego, >, Pn(t) = cte =
Yo P (0) = 1.

Por otra parte, con vistas a la demostracion de la conservacién de la po-
sitividad de las componentes (P,,(t) > 0, Vm, Vt > 0), supongamos que
en un instante determinado existen componentes negativas y positivas de
la distribucién de probabilidad de los microestados, Py, (t). Denotemos por
P,(t) y P,(t) las componentes positivas y negativas, respectivamente, y
consideremos la cantidad

N(t) =Y _Pu(t) <0. (2.78)

Obviamente, a t = 0, N(0) = 0 = Npsx ya que todas las componentes de
la distribuciéon de probabilidad son positivas en ese instante. La derivada
temporal de la cantidad anterior

AN(t) = dP(t)
7 = a 7 = Xn:zs:Pn(t)wns

= Z Z P, (t)wnn/ + Z Pp/ (t)wnp/
=D Pu(t)D wan + Y Py(t) D> wp. (2.79)

Usando nuevamente que

Z Wpp! + anp’ =0« Z Wnn' = — Z Wnyp' (280)
n’ p’ n P



2.4 Dinamica markoviana estacionaria 64

tenemos

dN(t) _
== > Put) ZP: Wpn + ; Py (t) Zn: Wy > 0. (2.81)

n’

Luego, N (t) no decrece nunca, y dado que a t = 0 alcanza su valor maximo,
N(t) > 0Vt >0, lo que implica que P, (t) =0 V¢ > 0.

ii) Soluciones asintéticas: Como es sabido, las soluciones de un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden son exponencialmente dependien-
tes de la variable independiente, de modo que P(t) = Pye. Sustituyendo
esta expresion en la expresion matricial de la ecuacién maestra, se obtiene

APy =WP, & (W — )\]l) Py, =0. (282)

La existencia de soluciones no triviales del sistema anterior implica que
det(W — A1) = 0, lo que permite calcular los pardmetros que regulan la
dependencia temporal anteriormente citada se derivan de la ecuacién de
autovalores de la matriz de probabilidades de transicion. Sean -\ vy @k
estos autovalores y autovectores

chk = —)\kcpk s k= 172, ,F (283)

Dado que W es una matriz real y simétrica,!! todos los A, son reales y
los {gak}£:1 definen una base del espacio vectorial de dimensién I' cuyos
vectores son todas las posibles distribuciones de probabilidad del sistema,
y ademas pueden elegirse de modo que

(ex lis) = bi. (2.80)

Por otro lado, cualquier posible distribucién P(t) pertenece al espacio de
estados y, por lo tanto, puede desarrollarse en la base de autoestados de
la matriz de probabilidades de transicién

P(t) =) c(t)pr; cilt)
k

(P(t) |pk) (serie de Fourier)  (2.85)

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién maestra se obtiene de
manera directa

dP deg(t)
= — AP =Y at)A
o7 = " Pk 4 cr(t) Apr,
de(t) _
pra s Ek Ak (t)
deg (t
gt( ) _ ek (t). (2.86)

1En el caso de sistemas aislado, wyy, = Wmm;. Ademés, y dado que son probabilidades de
transicién, wy,, > 0, salvo los elementos diagonales wmm que son negativos en virtud de

Zl Wi = 0.
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iii)

Asi pues, los coeficientes del desarrollo de las soluciones de la ecuacién
maestra en la base de autoestados de la matriz de probabilidades de tran-
sicién son de la forma ¢y (t) = cx(0)e~***, 1o que implica que la dependencia
temporal general de la distribucién de probabilidad de los microestados es:

P(t) = Z ck(t)pr = P(t) = ch(O)e_A’“tcpk. (2.87)
k

k

Puede probarse que A\, < 0 Vk > 1y que A\; = 0.12

Evidentemente, k = 1 = P = P,, corresponde entonces a una componente
que no evoluciona con el tiempo, lo que define la distribucién de equilibrio,
por lo que podemos escribir

P(t) =P+ cr(0)e Moy (2.88)
k>1

Ademaés, siempre podemos ordenar los autovalores de manera que oy =
0 < as <as <..<ar, por lo que a medida que transcurra el tiempo
se irdn anulando progresivamente las componentes del desarrollo (2.87).
Introduciendo el tiempo caracteristico de supervivencia de la componente
k-ésima

T 1= —, (2.89)

podemos escribir que, a tiempos suficientemente largos, la distribucién de
probabilidad se comporta como

P(t) = P+ ¢y (0)e Y™, (2.90)

donde 75 se denomina tiempo de relajacién del sistema tiempo de relaja-
cion del sistema y corresponde al tiempo méximo de subsistencia de alguna
componente dependiente del tiempo en la expansién (2.87), i.e., estd aso-
ciado al valor propio de W mas pequeno. Este tiempo marca el limite a
partir del cual podemos decir que toda dependencia temporal relevante de
la distribucién de probabilidad del sistema ha sido cancelada y, por tanto,
este ha completado su relajacién al equilibrio. Por otro lado, como vemos
en (2.90), en el limite asintdtico las soluciones de la ecuacién maestra re-
cuperan la distribucién de equilibrio y lo hacen de manera exponencial,
regulando 7, el tiempo que tarda en establecerse dicho equilibrio.

Irreversibilidad de la evolucién macroscépica. Surge aqui la cues-
tién de si la ecuacién maestra predice una dinamica irreversible a nivel
macroscopico, lo que sabemos de la Termodinamica. Como vemos, a pesar
de que la dindmica microscopica del sistema es invariante bajo inversién
temporal (tanto que se describa clésica como cudnticamente)!® la evolu-
ciéon macroscépica del sistema no posee esta propiedad, debido a la no

12Para més detalles ver el libro de B. Diu B. & B. (1989) .

13La invariancia de la ecuacién de Schrédinger bajo inversién temporal ya ha quedado
demostrada anteriormente en este mismo capitulo. Por lo que respecta a la segunda ley de
Newton, es inmediato probar su invariancia bajo inversién temporal, que se deriva de su



2.4 Dinamica markoviana estacionaria 66

invariancia de la ecuacién maestra bajo transformaciones t — t' = —t. Es-
to es una consecuencia de ser la ecuaciéon maestra un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden en el tiempo. En efecto, bajo la transforma-
cién puntual ¢ — t' = —t el sistema de ecuaciones de la ecuacién maestra
se transforma como

dP,, ()
T - 2 [Ps(t)wsm - Pm(t)wms] =

W = Z [Py (=t Wem — P (—t )wyns] =

‘W = Z [Pt wsm — Py, (t wims] » (2.91)

donde P/, (t') = P, (—t') para obtener la expresién final. Como se puede
ver, el signo negativo en el miembro de la izquierda de la ecuacién anterior
destruye la invariancia de la ecuacién maestra bajo inversién temporal, por
lo que la dindmica descrita por la ecuacién maestra serd necesariamente
irreversible.

2.4.2. Soluciones de equilibrio de la ecuacion maestra

Como acabamos de ver, la ecuacién maestra predice la evoluciéon tempo-
ral irreversible del sistema hacia una situaciéon en la que toda dependencia
temporal de su funcién de distribucion ha desaparecido. Esta situacion es la
que denominamos equilibrio estadistico, en la que todas las propiedades fisicas
del sistema son independientes del tiempo. Ademads, la ecuacién maestra nos
proporciona una forma de obtener el tiempo que tarda en establecerse dicha
situacion en el sistema, que hemos denominado tiempo de relajacién. Nos que-
da por analizar la distribuciéon de probabilidad de equilibrio predicha por la
ecuacion maestra, P! y la variacién de las propiedades termodindmicas del
sistema durante la propia evolucién hacia el equilibrio, cuestiones ambas que
constituyen el objetivo de la presente seccién.

El equilibrio de un sistema fisico esta caracterizado por una distribucién de
probabilidad independiente del tiempo:

dP,,
Equilibrio estadistico < Tl 0, vmeTl.

En este caso la ecuacién maestra conduce a

> (P — Piiwms) =0, VmeT. (2.92)

S

condicién de ecuacién diferencial de segundo orden en el tiempo:

d 2 200 (4! 2 /
£:mdr(t) d'r'(t):md'r'(t)7
dt dt? d(—t")2 dt'?
donde hemos hecho r(—t') = v/ (¥).

F(r)=

F(r)=m
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Luego, en el estado de equilibrio el poblamiento de cualquier estado m de la
colectividad I" por transiciones desde otros estados, I (t)wsm, coincide
con el despoblamiento de dicho estado producido por transiciones de m a otros
- - e . e _ e < Aa

estados s # m, 3., Prlwms: D0 PEI(E)Wem = Pl Y2, Wms. Es este el
resultado fundamental que nos permitira obtener las distribuciones de equilibrio
para las diferentes situaciones fisicas del sistema. Existen, sin embargo, otras
condiciones mas restrictivas que conducen también a situaciones estacionarias,
en particular al equilibrio estadistico.

Asi, una condicién suficiente para que se alcance un estado estacionario es

Powgym = Prwpms, VYVm,sel, (2.93)

relaciéon que se conoce como relaciéon de balance detallado, y que implica que el
poblamiento y despoblamiento de los microestados s y m del sistema se com-
pensan de manera exacta entre si, cualquiera que sea dicho par de microestados:

(s,t) = (m,t+dt); (m,t) = (s,t+dt). (2.94)

(a) Sistema aislado: distribucién microcanénica

Para un sistema aislado las probabilidades de transicion entre los diferentes
estados del sistema son simétricas.'* Debido a esto, la ecuacién maestra
para un sistema aislado en equilibrio puede escribirse como

Z (Pseq - Pslq) Wsm = 0, (295)

S

para lo cual una condicién suficiente es que PS4 = PS¢ Vm,s € I, lo que
también se deduce de la condicién de balance detallado. Esto implica que
en un sistema aislado en equilibrio todos los microestados son igualmente
probables, lo que se denomina postulado de igualdad de probabilidades a
priori, usualmente utilizado como primer axioma de la Mecanica Estadisti-
ca. Evidentemente, si tenemos en cuenta la normalizacién de la distribucién
de probabilidad del sistema!®

{ L E<E,<E+JE

P, = i
m 0, resto de microestados

(2.96)

14Esto puede verse de manera aproximada considerando que las probabilidades de transicién
entre estados vienen dadas por la denominada regla de oro de Fermi

2m
h2
2m 2

72 [ H@)ine |$)|7 6 (Bm — Bs — w) = wims,

Wsm

[(s] H()int [m)|? 8 (Es — Em — w)

donde H;p: es la parte de interaccién del hamiltoniano
H = Ho + H(t)int,
responsable de las transiciones entre estados del sistema. Esta regla se aplica a sistemas
sometidos a perturbaciones dependientes del tiempo, H(t)in¢, de forma arménica:
H(t)int = Hinteii“m.

15 A partir de este punto, y a efectos de mantener la simplicidad notacional, prescindiremos
del superindice eq en la distribucién de probabilidad, que se supondra siempre de equilibrio
salvo que explicitamente se indique lo contrario.



2.4 Dinamica markoviana estacionaria 68

obtenemos la distribucion microcanénica.

(b) Sistema en contacto con un termostato: distribucién de Gibbs

Consideremos un cuerpo en contacto con un termostato a la temperatura
T (situacién canonica). Denotemos con letras griegas los microestados del
termostato y con letras latinas los del sistema. Dado que la interaccién
térmica es una interaccién débil,'® la energia de un microestado del sistema
conjunto (cuerpo més termostato) es aditiva, Fiot = Eam = Eo + En,
y la colectividad del sistema global es el producto cartesiano de ambos
subsistemas por separado (independencia estadistica),

T % D = {(a,m)}.

Evidentemente, el conjunto formado por el cuerpo mas el foco térmico se
encuentra aislado, por lo que le son aplicables todas las conclusiones del
apartado anterior y es posible escribir la ecuacién maestra para el sistema
global

C”%Tn;(t) =Y [Pas(wpsam — Pom(t)wamps) , (2.97)
B s

donde wamgs es la probabilidad de transicién de un estado o del termostato
y m del sistema a sus respectivos estados 3, s. Ademds, como el sistema
conjunto estd aislado, wWampgs = Wgsam. Logicamente, la probabilidad de
un microestado dado del sistema estd dada por la probabilidad marginal

Pr(t) =Y Pam(t), (2.98)

que es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado m con
independencia del microestado del foco. Utilizando lo anterior es posible
reescribir la ecuaciéon maestra de foco y termostato de la forma

APy (t) _ 5 AP ()

dt dt

= Z Z Z [Pﬁ(t)Ps<t)wﬁsa7rz - Pa(t)Pm(t)wamgs]
s e B
= Z [Ps (t)wgm - Pm(t)w;is] ) (299)

donde se ha usado la independencia estadistica de foco y sistema, Pg;(t) =
P3(t)Ps(t) e introducido las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo del sistema

wh, =Y Ps(t)wssam- (2.100)
a B

16 Afecta Gnicamente a una pequeiia fraccién de los 4tomos en las superficie de contacto
entre ambos cuerpos, por lo que la energia intercambiada es mucho menor que la energia
propia de cada uno de ellos.
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Asi pues, en equilibrio,

S

por lo que una condicién suficiente para el equilibrio en el sistema es

Paw?l, = Phwl ., (2.102)
que no es sino la ecuacion de balance detallado para la dindmica microsco-
pica de un sistema en contacto con un termostato a la temperatura 7. A
partir de esta ecuacién es posible demostrar que en equilibrio la distribu-
cién de probabilidad de los microestados del cuerpo es la distribucion de
Gibbs. Para ello consideremos el termostato como un sistema aproxima-
damente aislado.'” Posteriormente probaremos el denominado principio de
Boltzmann, de acuerdo con el cual, S* = kg InT', por lo que la distribucién
de probabilidad microcanénica del foco sera

_ 5*(Ep)

P5 (Eg) xe ke | (2.103)

Como foco y sistema se encuentran en interaccién débil
Eiot = Egs = Eg + E; (2.104)

Combinando las dos ecuaciones anteriores podemos escribir

_ 8% (Btot—Es) 75*(kEtot>

Ps(Eg) x e 3z ~e 5 PP (2.105)

Por tanto, las probabilidades de transicién en la Eq. (2.100) serfamn

wh, = 3N Pa(twpsam = Y Y AP Prwpam, (2.106)
@ B B

[0

donde A = exp [-S*(Eiot)/kp]. Evidentemente, de la ecuacién anterior se
sigue que
whe =" AP wo .. (2.107)
a B

Teniendo en cuenta la simetria de las probabilidades de transicién microca-
nénicas, WomBs = Wasam, podemos escribir, combinando los dos resultados
anteriores

wl e PBm = T o=FE: (2.108)

ms sm ’

ecuacién que constituye una relacién de pseudosimetria de las probabilida-
des de transicién canénicas. Comparando la relacién anterior con (2.102)
podemos obtener

Py, oc e PEm, (2.109)

I7Esta hipétesis va implicita en la condicién de foco térmico, pues este tinicamente puede
intercambiar con el cuerpo una energia E,, < Fq.
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Evidentemente, las igualdades (2.102) y (2.108) se cumplen exactamente
igual si se introduce la necesaria constante de normalizacién en la ecuacién
anterior, P,, — vP,,. Por tanto, la distribucién de probabilidad solucién
de equilibrio de la ecuaciéon maestra para un sistema en contacto con un
foco térmico que verifica las ligaduras

Powly, = Ppwhg Y Pu=1, (2.110)

€s

P, = Ze—f*Em; Z = %:e_BEm (Gibbs, 1902), (2.111)

denominada distribucién canénica de probabilidad, la solucién de equilibrio
de la ecuacién maestra para un sistema en contacto con un foco térmico,
siendo Z la llamada funci’n de particién, de importancia crucial como se
vera en lo sigue.

2.4.3. Evolucion espontanea de un sistema fisico macros-
copico: irreversibilidad

Ya se ha visto con anterioridad que la ecuaciéon maestra recupera asinté-
ticamente la distribucién de equilibrio, P(t) — P9, t — oo, y que lo hace
exponencialmente con un tiempo de cancelacién de la perturbaciéon dado por
el denominado tiempo de relajacién. Por tanto, un sistema macroscopico evo-
luciona espontdaneamente hacia su estado de equilibrio y lo alcanza a tiempos
suficientemente largos (del orden o mayores que el tiempo de relajacién).!® A
continuacion se analiza qué sucede con los potenciales termodindmicos durante
la evolucién espontdnea de sistemas aislados o en contacto con un termostato.

(a) Evolucién espontianea de un sistema aislado: teorema H de Bol-
tzmann

La ecuacién maestra permite analizar la evolucién temporal de las propie-
dades termodinamicas del sistema durante su evolucién hacia el equilibrio
y, por tanto, una caracterizacién del propio equilibrio. En efecto, conside-
remos la entropia estadistica (Shannon, 1948),

S=-kpy PnlnPp, (2.112)

que, como se vera posteriormente, mide la carencia de informacion del es-
tado de un sistema macroscopico. Ademads, también se tratard en la seccién
correspondiente que para sistemas en equilibrio esta magnitud proporciona
la ecuacién fundamental del sistema en representacion entropia, y por tan-
to contiene toda la informacion termodindmicamente relevante del mismo.

18Para observar estados de equilibrio es importante que 7,55 > Tre;. En el caso contrario,
cuando observemos sistemas con T.ps S Tre; €s posible que confundamos estados que en
esta escala temporal aparentemente no evolucionan con el tiempo (estados metaestables) con
auténticos estados de equilibrio.
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Usando la ecuacién maestra es posible analizar la variacién de la entropia
durante la evolucién del sistema hacia el equilibrio:

‘fi‘j kBZ [ P (1)
=—kBdeP In P, detZP
= —kp i D [Pu(t)wsm — P (t)wms] In Py ()
— —kp i Z Wam [Ps(t) = P ()] In Py (1). (2.113)

donde se ha usado que ), P, (t) = 1 en todo instante. Es trivial demostrar
que la ecuacién anterior puede escribirse como

- % Z Z Wsm [Pm(t) - Ps(t)] In Pm(t)
S S s [Pa(1) — P I A1)
=5 X won P ()~ B0 LR

Luego, la ecuacién maestra predice que la entropia estadistica de un sistema
aislado es una funcién no decreciente del tiempo

a5 >0, (2.115)

dt
resultado que se conoce como teorema H de Boltzmann . Asi pues, durante
la evolucion espontanea hacia el equilibrio de un sistema aislado existe
una magnitud fisica que evoluciona en un tnico sentido, irreversiblemente,
hacia valores crecientes. Evidentemente, dicha evolucién se detendré en el
momento en el que la entropia alcance su maximo valor posible, por lo que
el estado de equilibrio del sistema es el de entropia maxima:

as
Equilibrio estadistico < o= 0P, =P, (2.116)

(b) Evolucién espontianea de un sistema en contacto con un termos-
tato. Consideremos, con el fin de analizar la evolucién temporal de un
sistema en contacto con un termostato, la energia libre de Helmholtz del
sistema

F:E—TS:ZPmEm—i-kBTZPmIan. (2.117)
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Derivando respecto al tiempo la ecuacién anterior

ar _

o de {Ep + kpT L+ In Py (1)}

Z [Ep + kgT'In Py, (t)]
= Z > [Ptywh, = Pu(tywh,] [Em + ksTIn P (t)]. (2.118)

Introduciendo las probabilidades

P.(t) = P, (t)exp (BE,,) ; wl, =w?, exp(—BE,), (2.119)

sm

podemos escribir la ecuacion anterior en la forma

=kpTy Z — P (t)wk, ] In Py (t). (2.120)

m

Los coeficientes son simétricos en virtud de la condicién de pseudosimetria
(2.102), por lo que es posible reescribir la ecuacién anterior de la forma:

g = kT Z >l [Pu(t) = Pu(t)] In Poy(t)

kBTZZ W, [Ps(t) = P (t)] In () <0, (2.121)

donde se ha empleado un procedimiento algebraico andlogo al que condujo
ala Ec. (2.114). Por tanto, dado que la suma en el miembro de la derecha en
la Ec. (2.121) es siempre negativa para todo microestado de la colectividad,
se toeme que, en la evolucién hacia el equilibrio de un sistema en contacto
con un termostato la energia libre de Helmholtz es una funcién decreciente

(irreversibilidad)

% <0 Vt>0, (2.122)

que constituye una versién modificada del teorema H de Boltzmann. Logi-
camente, el equilibrio se alcanza cuando la energia libre de Helmholtz haya
alcanzado su valor minimo, de acuerdo con las condiciones de equilibrio de
la Termodindmica para sistemas que evolucionan a T'y V' constantes, y en
esta situacion

P, =P, < P,ePPm = p.efPs, (2.123)

condicién que inicamente se verifica cuando P, exp (8E,,) =cte. para todo
microestado de la colectividad. Luego

P, = lefBE’"

)

Z =Y e Pn, (2.124)
m
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con lo que recuperamos la distribucién de Gibbs, asociada asi al estado de
minima energia libre del sistema y la funcién Z se conoce como funcién
de particion del sistema y contiene toda la informacién termodinamica del
sistema como se vera mas adelante.

(¢) Origen fisico de la irreversibilidad

Como se acaba de ver, la ecuacién maestra predice una evolucién irre-
versible hacia la situaciéon de equilibrio: en el caso de un sistema aislado
dicha evolucion se concreta en un crecimiento irreversible de la entropia y
para un sistema en contacto con un foco térmico en un decrecimiento de
su energia libre de Helmholtz. La pregunta que surge de manera inevita-
ble es: jcudl es el origen fisico de la irreversibilidad? En el caso de que se
adopte el formalismo cudntico para describir microscépicamente el sistema,
la respuesta debe buscarse en la hipdtesis de fases aleatorias que veremos
posteriormente. Sin embargo, en condiciones en las que el sistema admita
una descripcién clésica, las particulas que componen el sistema podrian
(al menos tedricamente) recorrer exactamente las trayectorias inversas a
aquellas que maximizan la entropia del sistema, caso de estar este aislado,
o su energia libre de Helmholtz en el caso de encontrarse en contacto con
un foco térmico.'? Desde un punto de vista practico, el problema radica en
que, dada la sensibilidad de las ecuaciones del movimiento (ecs. de New-
ton) a las condiciones iniciales y de contorno, es imposible conservar la
informacion sobre el estado del sistema durante su evolucién, por lo que
tnicamente puede describirse mediante un formalismo probabilistico.

Ejemplo 2.2

Consideremos la evolucién de dos moléculas inicialmente en una parte de un
recipiente dividido en dos subvolimenes, tal y como se muestra en la Fig. 2.9.
Supongamos ademds que los estados iniciales (posiciones y momentos) de am-
bas moléculas los podemos considerar muy proximos en el espacio de las fases.
Incluso en ausencia de colisiones intermoleculares, las colisiones contra el reci-
piente produciréan una divergencia en el estado de las dos particulas, de forma tal
que, transcurrido un tiempo, inicamente podremos afirmar que cada una de las
particulas tiene una probabilidad 1/2 de encontrarse en cualquiera de los sub-
volimenes: la evolucién se ha vuelto irreversible a partir de unas ecuaciones del
movimiento perfectamente reversibles y deterministas. Este problema se acentta
si consideramos las colisiones intermoleculares en un sistema de N particulas,
todas ellas inicialmente en el mismo subvolumen: la probabilidad de que todas
las particulas se encuentren nuevamente en el mismo subvolumen tras un tiempo

9Este argumento constituye el nicleo de la denominada paradoja de Loschmidt, que se
encuentra en la base de la formulacién de la interpretacién estadistica de la entropia por parte
de Ludwig Boltzmann. Loschmidt afirmé que en un sistema clésico es posible que se produzca
una evolucién hacia estados de entropia decreciente, a lo que Boltzmann respondié con una
interpretacién estadistica de la entropia (su célebre principio S = kg In) que le permitié
demostrar que, aunque ciertamente posible, esta evolucién es extremadamente improbable
en sistemas macroscépicos. No obstante la probabilidad de un estado con 50 particulas en
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Figura 2.9: Ejemplo de origen de irreversibilidad.

()

que es una cantidad fabulosamente pequeia para un sistema macroscépico.

determinado es

20

La inestabilidad de las ecuaciones del movimiento que describen la diné-
mica microscépica frente a modificaciones de las condiciones iniciales o de
contorno convierte a una evolucién en principio determinista y reversible
en estocastica e irreversible a nivel macroscopico. Esto parece ser una pro-
piedad general de los sistemas dindmicos.

2.5. Entropia estadistica. Principio de entropia
maxima de Jaynes

Al igual que el de cualquier otro fenémeno aleatorio, el problema de la
descripciéon microscépica de un sistema fisico es un problema de informacién
incompleta, y por tanto exige un tratamiento estadistico. Consecuentemente,
para su completa descripcién se requiere: i) una adecuada definicién de los

20Ciertamente no es una probabilidad nula. Es posible -de hecho una exigencia del teorema
de recurrencia de Poincaré- que el sistema regrese a su situacién inicial tras un tiempo
suficientemente largo. Esto llevé a von Smoluchowski a afirmar que la irreversibilidad es una
mera ilusién humana. No obstante, en una situacién como la de la Fig. 2.9, la probabilidad
de un estado con 50 particulas en cada subvolumen es (15000)(1/2)100 ie., (15000) ~ 102° veces
mayor, lo que nos da una idea de los tiempos que deberiamos esperar en el caso de un sistema

con N macroscépicamente grande.
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posibles sucesos aleatorios (microestados), ii) la especificaciéon del conjunto de
todos ellos (espacio muestral o espacio fasico del sistema) y iii) el conocimiento
de la distribuciéon de probabilidad. Este problema ocurre en todas las situa-
ciones en las que se carece de informacion completa. Una manera rigurosa de
obtener la distribuciéon de probabilidad éptima en una situacién de ausencia
de informacién es la combinacién de la entropia de la teoria de informacién de
Shannon y el principio de entropia maxima de Jaynes,

En el marco de la teoria de informacién (para mds informacioén ver el Apén-
dice C), Shannon (1948) demuestra que el tnico funcional que satisface los
requisitos adecuados para medir la informacién disponible en la distribucién de
probabilidad es:

S{P} = —kp» PP, = —kp(InP). (2.125)
l

El propio Shannon reconoce en su trabajo original la similitud de este fun-
cional con la entropia de la mecénica estadistica cuando, citando a Tolman,
afirma:

“The form of H (sic) will be recognized as that of entropy as defined in certain
formulations of statistical mechanics where p; is the probability of a system being in
cell i of its phase space.”

La base de la equivalencia de la Mecanica Estadistica y la teoria de la in-
formacion estd en considerar como mensaje un macroestado construido en la
evolucién temporal del sistema a partir de los I' posibles caracteres (microesta-
dos) de un alfabeto (ver Apéndice C). De este modo S aparece como la entropia
del macroestado y se obtiene a partir de la probabilidad de los microestados
del espacio fasico.

Ya se ha probado en secciones anteriores que la ecuaciéon maestra, resultado
central de la dinamica de la distribucién de probabilidad de procesos mar-
kovianos, produce un incremento mondtono del funcional (2.125) durante la
relajacion al equilibrio del sistema, alcanzandose el méaximo asintéticamente
en el equilibrio. Ahora se verd que este funcional permite, en combinacién con
un principio extremal debido a Jaynes, obtener la distribuciéon de probabilidad
menos sesgada en una situacién general de ausencia de la informacién necesaria
para construirla, en particular en la mecénica estadistica.

El principio de entropia maxima de Jaynes establece que la distribucién
de probabilidad {F;} menos sesgada que podemos atribuir a una situacién
en la que existe ausencia de informacién es aquella que maximiza el funcional
entropia en la Ec. (2.125) sometido a las restricciones de la informacién conocida
(Jaynes (1957)).2! La aplicacién de este principio a sistemas fisicos en diferentes
situaciones experimentales conduce a las colectividades estadisticas, como se
muestra a continuacién.??

2lEste resultado supone una generalizacién de los métodos de calculo introducidos por
Gibbs en el formalismo de la Mecénica Estadistica, aunque constituye un resultado general
de la teoria de probabilidades.

22Es de resaltar ademés que el principio es compatible con la segunda ley de la Termodi-
ndmica y con las condiciones generales de equilibrio y estabilidad (65 = 0; 6§25 < 0).
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Figura 2.10: Sistema en situacién microcanénica.

2.5.1. Colectividad microcandnica

La distribucién microcanoénica es la distribucién de probabilidad asociada a
un conjunto de réplicas macroscopicamente equivalentes de un sistema aislado,
por tanto con E=cte:

T

L <E <
Pl—{ E<E <E+JE (2.126)
0, en otro caso

donde I es el ntimero total de microestados del sistema. Esta distribucién ha
sido obtenida por aplicacién de la Mecanica Estadistica a un sistema aislado.
En este contexto la pregunta es si se trata de la mejor distribucién que puede
asignarse a un sistema aislado. La tdnica informacién disponible acerca de la
distribucién de probabilidad en esta situacion de sistema es la establecida por
la condicién de normalizacion:

Y p=1 (2.127)
l

Para obtener la distribucién menos sesgada en una situaciéon en la que tnica-
mente disponemos de la anterior informaciéon debemos maximizar la entropia
(2.125) sometida a la restriccién anterior mediante el método de multiplicadores
de Lagrange. Construyendo la lagrangiana:

LIP]=S[P]+d > P, (2.128)
l

y aplicando el principio de entropia maxima de Jaynes,
0S[P]=0<0L[P] =0, (2.129)

obtenemos:

6<—kBZPllnPl —i—a’ZP’l) =0&
l l

~kp» (P +140a)dP,=0; a=-d/ks. (2.130)
l
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Como la relacién anterior debe ser vélida para variaciones arbitrarias de la
distribucién de probabilidad,

P +1+a=0&P=c'"%=cte., VE<E <FE+JE. (2.131)

La anterior constante puede calcularse a partir de la condicién de normalizacion
de la distribucién de probabilidad:

1
the. =1 & cte. = T (2.132)
!

recuperando la distribucién microcanénica. La conexién de esta colectividad
con la Termodindmica se establece a partir del denominado principio de Boltz-
mann, que proporciona la ecuacién fundamental del sistema en representacion
entropia:

1
r
= kgInT(E,V,N), (2.133)

_ 1
S(E,V,N) = —kBZPllnPl :—kBZfln
l l

donde hemos usado que la suma se extiende a los I' microestados, y de la que,
evidentemente, pueden derivarse la totalidad de las propiedades termodindmi-
cas del sistema.

2.5.2. Colectividad canédnica

La distribucién canénica es la asociada a una colectividad de réplicas de un
sistema cerrado en contacto con un foco térmico a la temperatura T (situa-
cién candnica). Un termostato o foco térmico es un sistema cuyo nimero de
configuraciones microscépicas es abrumadoramente mayor que el de las confi-
guraciones del cuerpo que se encuentra en contacto térmico con él, de manera
que las fluctuaciones del sistema no alteran el estado fisico del foco. En este
caso, la informacion de la que disponemos acerca de la distribucién de proba-
bilidad incluye, ademés de la condicién de normalizacién, el valor medio de la
energia del sistema:

P=1; PE =F. (2.134)
l l

Por tanto, la lagrangiana a construir con vistas a aplicar el principio de entropia
méaxima de Jaynes sera:

LIP)=S[P]+d > P+pY PE, (2.135)
l l
y dicho principio conduce a:
5 (—kBZPllnPI +a' Y P +B’ZP;E1> =0
l l l
~kp Y (InP +1+a+ BE)6P =0; (2.136)
l

a:—o//kB; ﬁ:—ﬁ//k‘g.
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T=cte.

=

Figura 2.11: Sistema en situacién candnica.

Nuevamente el hecho de que la igualdad anterior deba verificarse para variacio-
nes arbitrarias de la distribucién de probabilidad implica que deben anularse
todos los sumandos en (2.136):

P +14+a+BE =0a P, =e 7% PE — cte.e PF, (2.137)

Normalizando la distribucién {P;} obtenida se tiene:?3

1
cte.e PPl =1 = cte. = —
2 e 7

Z(T,V,N)=> e PP, (2.138)
l

que se denomina funcién de particién del sistema. Por tanto, el principio de
entropia maxima conduce a una distribucién de probabilidad exponencial para
los microestados del sistema, en la cual la variable que controla la probabilidad
del microestado es su energia:

e PEI
Z

P = (2.139)

23Gi esta suma la efectuamos sobre niveles de energia en lugar de sobre estados observamos
que la funcién de particién del sistema no es sino la transformada de Laplace de la densidad
de estados del sistema:

20V.N) = S gie #P = [ g8, V.M Fa,
7

lo que garantiza la equivalencia de las colectividades candnica y microcanénica. Este resultado
es extensible a cualesquiera otras colectividades, como veremos posteriormente.
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Para evaluar las constantes debe tenerse en cuenta la definicién de Shannon de
la entropia en (2.125) y la ecuacién anterior para obtener trivialmente:

e—ﬁEL e—ﬁEl
S:—kBZPllnPlz—kB[ ln( )
l —~ Z 7

—BE,

=kplnZ —kp Y (~BE) “— = kplnZ + kpfE, (2.140)

l

con lo que la aplicacion de las relaciones de la Termodinamica convencional nos
conducen a:

— VB

1 [8S dln Z B%;
- (£ kp+ kpESZ.
T <8E> g ke tReEoE

Por otro lado, In Z depende de E exclusivamente a través de 3 de la forma:

alnz 1 6‘6 om _ g8
— ZZ ~Ei— =—E=

por lo que, sustituyendo en la ecuacién de (85 / 8@) se obtiene:

o8 1 1
(C?E>VW = fhp= = B= (2.141)

El principio de entropia méxima nos lleva, pues, a la distribucién de Gibbs para
los microestados de un sistema en situacién canoénica:

e BEL

)

P =

1
zZ°

Z =Y e PP (Gibbs, 1902) (2.142)
l

La conexién con la Termodinamica se establece en esta colectividad mediante la
propia funcién de particion, que contiene toda la informacién termodindmica
del sistema dado que es ella misma el potencial de Helmholtz, F(T,V,N).
Efectivamente, teniendo en cuenta el valor de 8 en (2.141) y sustituyendo en
la Ec. (2.140) tenemos:

E
S=kplnZ+ b (2.143)
o lo que es lo mismo:
~kgT Z(T,V,N)=E —~TS = F(T,V,N). (2.144)

Z(T,V,N) proporciona pues un potencial termodindmico en funcién de sus
variables naturales F' = F(T,V,N) y contiene, por tanto toda la informacién
termodindmicamente relevante del sistema.
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Por otro lado, la energia interna del sistema se obtiene en la colectividad
candénica de la forma:

o e~ BEl
E:ZPZEI:ZEZ ~
1 1
1 de—PE:
Tz Bk
1 /07 dlnZ
__2 (9= - , 2.145
Z<8ﬁ>v,N < a8 )m ( )

A diferencia de la colectividad microcanénica en la que ninguna magnitud
puede fluctuar -dado que se encuentran fijadas por las condiciones exteriores
del sistema-, en la colectividad candnica el sistema intercambia energia con el
entorno, por lo que dicho parametro es una variable aleatoria que experimenta
fluctuaciones en torno a su valor medio. La varianza de la energia del sistema
es:

. 2
1 V,N

ap
1 92 Oln Z\?
_ - -BE, _ [~
285226 ( op )m
2 an>
=== , (2.146)
(5% ),

lo que da idea de que In Z se comporta como una funcién de distribucién de
cumulantes de la distribucién de probabilidad.

2.5.3. Colectividad gran-canénica

La distribucién gran-canénica es la asociada a una colectividad de réplicas
de un sistema en contacto con un foco térmico a la temperatura 1" que es a su
vez un reservorio de particulas, i.e., es la distribucién de probabilidad asociada
a una colectividad de sistemas abiertos. En este caso, la informacién disponi-
ble acerca de la distribucién de probabilidad incluye, ademéas de la condicion
de normalizacion, el valor medio de la energia del sistema y del ntimero de
particulas:

ZPl =1; ZPlEl =E; ZPlNl =N. (2.147)
l 1 1
Por tanto, la lagrangiana a construir en este caso sera:

LIP)=S[Pl+d > P+p> PE++Y PN, (2.148)
l l l
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Figura 2.12: Colectividad gran-canénica.

y la aplicaciéon del principio de entropia maxima de Jaynes conduce en este
supuesto a:

0 <_kBZPllnPl_QIZPZ_B/ZPZEI—V,ZPLJ\Q) —0e
l l l l

l

—kp Y (NP +1+a+BE +vyN)iP =0;
a=—d /kpg;

(2.149)
B=—B"/ks; v=-"/ks.
Como de costumbre, la igualdad anterior debe verificarse para variaciones

arbitrarias de la distribuciéon de probabilidad, lo que nuevamente implica que
deben anularse todos los sumandos en (2.149):

InP+1+a+BE +yN, =0 P, =e 1% PEN — cte e PE TN
(2.150)

De la condicién de normalizacion de la distribucién {P;} obtenida se tiene:

the.e*BEl*WN’ =1=cte. =
l

[ =

E=) e PPN (2.151)
1

que es la funcién de particion gran-candnica del sistema. Por lo tanto, la pro-

babilidad de un estado vendra dada por:

e~ BEI—YN
P,

—
—

(2.152)
Nuevamente la funciéon de particién gran candnica del sistema no es sino la

transformada de Laplace de la funcién de particién canoénica, en este caso res-
pecto al nimero de particulas:

E(T,V.p) =Y Zn(T,V,N)e ™V,
N=0
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lo que garantiza la equivalencia de las colectividades canénica y gran-candnica.
La demostracién de esta expresion puede hacerse de la forma siguiente. Un
microestado del sistema estd dado por una serie de variables asociadas a los
grados de libertad y por el nimero de particulas en esa configuracion, [ =

{N;¢i}. De este modo,
Z e~ BE(&)YN

N.&

E(T,V, )

oo

_ Z TN Ze—BEz(ﬁz)
&

N=0

o0
= Y Zn(T.V,N)e V. (2.153)
N=0
Sélo resta evaluar las constantes 8 y 7. Del mismo modo que en la distribu-
cién candnica, se obtiene imponiendo que la distribucién sea compatible con la
termodindmica. En este caso, la entropia serd

—BE—yN; —BEI—yN;
S=—kpY PP = kg [Ze - 1n<e - )]
: =

] =

—BE,—vN,

€ — kpInE + kpfE + kg N,

—kpInE—kp Y (—BE —7Ni)
l

—

(2.154)
por lo que:
1 oS Oln= —0p
T (azs)w 5 p ket heEaE
o 35) OInE — Oy
T <8N y Pgn TEETEERGN
(2.155)

Del mismo modo que en el caso de la distribucién canénica podemos probar
que 8 = 1/kpT, y ademés

OE _ Ly~ N 01 pmmomy - _§ 01
ON E 4 ON ON’

de modo que

kT’

Por lo tanto, la aplicacién del principio de entropia maxima a sistemas abiertos
produce la denominada distribucién gran-canénica:

) Iz Iz
— =vkp=—""=>y=—"— 2.156
<3N>vu vkp = -5 =7 (2.156)

P = L eBE—uN),

=) e PN, (2.157)
l
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Nuevamente la gran-funcién de particién permite la conexién con la Termo-
dindmica ya que en este caso es directamente proporcional al gran potencial
del sistema, U(T,V, u), como puede probarse sustituyendo (2.156) en la Ec.
(2.154):

E N
S=kplhz+—=— — 2.158
B1n + T T ) ( )
o lo que es lo mismo:
—kgTInZE(T,V,N)=E —TS — uN = ¥(T,V, u). (2.159)

A partir de la ecuacién anterior y usando el teorema de Euler, es inmediato
probar que el gran-potencial, ¥(T,V, 1), que proporciona la conexién con la
Termodindmica en esta colectividad, puede expresarse en funcién de sus varia-
bles naturales de la forma:

U(T,V,u) = —kgTlnZ = —pV.

La energia interna del sistema se obtiene en la colectividad gran-canénica de
la misma forma que en la candnica:

— Oln=
E=- 2.160
( aﬁ >Vﬁu ( )

y el ntimero medio de particulas en el sistema

N=) PN = ZM
l

de~ B(Ez wN)

1
25752 o

l

1 /0= 1 /0InE
=— | = = - . 2.161
p= <3H)T,V 5( o )T,v ( )

En esta colectividad el sistema intercambia particulas ademés de energia con
el entorno, por lo que ambas magnitudes sufren fluctuaciones en torno a sus
valores medios en el curso de la dindmica del sistema, y por tanto entre las
diferentes réplicas de la colectividad. Asi, las fluctuaciones en el ntimero de
particulas pueden expresarse de la forma

B(E1—pNy)

[

— _ 1 9lnE
AN2N2N2§jPN2( >
( ) l (B 62 8,“/ TV
—\ 2
11 (9 Z —BE,— #Nl) (161n:)
B2H 2 B op TV

1 82 ln:> <3N>
_ — - == . 2.162
B2 < op? TV B\ op TV ( )
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2.6. Otras Formulaciones de la Mecanica Esta-
distica

En muchas ocasiones, la mecanica estadistica se introduce a partir de formu-
laciones alternativas a las presentadas ya en este capitulo. Destacaremos dos en
particular: la formulacion axiomaética y la teoria de Einstein de fluctuaciones.

2.6.1. Formulacién axiomatica de la mecanica estadistica

Esta es quiza la formulacion dominante en la literatura de la disciplina. En
esta el formalismo de la Mecanica Estadistica se puede deducir completamente
sobre la base de dos axiomas:

1) Principio de igualdad de probabilidades a priori: Todos los microestados
de un sistema aislado en equilibrio son igualmente probables,

1
Pz:{ 1 E e (E,E+AE) (2.163)

0 resto

La formulacién cuédntica de este principio establece que la probabilidad
del microestado n-ésimo del sistema es Huang (1987a):

c 2_{ l, E<XE,<E+A
n - 0’

en otro caso (2.164)

2) Hipétesis ergddica: Los sistemas fisicos macroscépicos son ergddicos, lo
que implica que en casi todas las trayectorias del espacio fésico (¢q(t), p(t)),

T

(A) = lim % / A(t)dt. (2.165)

0

En el caso de la Mecénica estadistica cudntica este resultado se formula
como que no existe correlacién entre las diferentes fases (componentes)
del estado cuéntico (postulado de fases aleatorias):

ciem =0, Vn # m. (2.166)

Es importante notar que para que se verifique este postulado el sistema debe
encontrarse en contacto con el entorno, ya que de lo contrario la constancia de
la energia no permitiria garantizar la ausencia de interferencia de las ampli-
tudes de probabilidad en cualquier instante de tiempo. El postulado de fases
aleatorias implica que el estado de un sistema en equilibrio es una superposi-
cién incoherente de estados que no interaccionan entre si, y por tanto pueden
considerarse de manera independiente. En esta situacién es posible hablar de
colectividad de sistemas en un mismo instante, cada uno de los cuales se en-
cuentra en un estado diferente |¢,,).
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Figura 2.13: Fluctuacién desde el microestado de equilibrio (* a un microestado
fuera del equilibrio (.

2.6.2. Teoria de fluctuaciones de Einstein

La probabilidad de una determinada configuracién [ caracterizada por los
pardmetros (F, &1, .. .,&n) puede obtenerse mediante un sencillo procedimiento
debido a A. Einstein como la probabilidad de que se produzca una fluctuacién
que lleve al sistema a esa configuracion desde la configuracién de equilibrio (més
probable). Consideremos un sistema aislado adiabédticamente, cuyo niimero de
configuraciones microscépicas es I'tot(E). Aplicando la regla de Laplace, la
probabilidad del microestado ! definido por los pardmetros ((1,...,(x) puede
escribirse como Reichl (1980):

F(Eagla"wCN)

PZEP(EaCh"'aCN): Ftt(E)

. (2.167)
Utilizando ahora el principio de Boltzmann, S = kg InI', podemos escribir la
probabilidad anterior como:
1 S(E,C1,-¢N)
P(E, (1, -, == K
(E,G ¢N) Toon (E)
— 6[S(E5Ci7-~~7CN)7Smax}/kB

gy

— AS(EGiyin) kB (2.168)

Dado que la entropia serd maxima cuando el estado es el estado de equilibrio,
cualquier fluctuacién produce un decrecimiento de entropia, tanto mayor cuanto
mayor sea la disminuciéon de entropia que conlleva su producciéon. Entonces,
fluctuaciones que conduzcan a estados altamente ordenados con Sy baja (i.e.,
|AS| = |Sf — Seq| >), son de muy baja probabilidad.

La obtencién de la distribucién de probabilidad asociada a la distribucién
microcandnica a partir del resultado (2.168) es inmediata. Nos centraremos
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aqui en la obtencion de la distribucién de probabilidad asociada a un sistema
en situacién canonica (i.e. en contacto con un termostato a la temperatura 7).
Como ya se ha mencionado, un termostato o foco térmico es un sistema cuyo
numero de configuraciones microscopicas es abrumadoramente mayor que el
de las configuraciones del sistema que se encuentra en contacto térmico con
él. Esta es una situacion en la que tinicamente las particulas componentes de
ambos cuerpos que se encuentran en las superficie de contacto ven modificado
su estado, de modo que la energia total de ambos sistemas es Eio = E1 + Fo +
E1s ~ Eq + Es (1=sistema, 2=foco), i.e., el contacto térmico es una interaccién
débil que preserva la independencia estadistica de ambos sistemas en contacto.
De este modo, el nimero de configuraciones en la que el sistema tiene la energia

E; esT1(E7) =T'3(Etot — E1), de modo que:

h’l Fl (El) = hl FQ (Etot — El)
OlnTs(E
~ InT9(Eiot) — (8E2£2)) FEy
Etot=Eq
E,
= Inly(Fiot) — ——. 2.169
n 2( tt) kT ( )

Sustituyendo la ecuacién anterior en la Ecs. (2.167) o (2.168) obtenemos de

manera trivial,

1 _ 1 'y (Etot)
P = —e¢ BB . — _ —2\Ttot) 2.170
! Ze " Z I'(Eiot) ( )

recuperando la distribucién canénica introducida anteriormente.

2.7. Ejercicios relacionados

Ejercicio 2.1:

Pruébese la igualdad de la Ec. (2.87)
Ejercicio 2.2:

Un péndulo simple constituido por una pequena masa m cuelga de una
cuerda de longitud [, oscilando con una pequenia amplitud. Obtener la ecua-
cién que describe el movimiento del péndulo en el espacio de las fases (6, py),
donde 6 es el dngulo de oscilacién y py el impetu generalizado. Calcular I'(E).
Suponiendo que el hilo pasa por un pequeno orificio abierto en una placa ho-
rizontal y que, mediante una fuerza F, se tira lentamente del hilo a través
del orificio acortando su longitud en una cantidad dl, demostrar que, en este
proceso, dI' = 0.

Ejercicio 2.3:

Considérese un sistema macroscopico cualquiera a temperatura ambiente.
LEn qué factor aumentaria el volumen fésico del mismo si éste absorbiese un
fotén de luz visible de longitud de onda A =5 x 107° cm?

Ejercicio 2.4:

Encuéntrese el volumen fasico I'(E) de un sistema constituido por N osci-
ladores de frecuencia v y masa unidad. Obténgase la energia del sistema.
Ejercicio 2.5:
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Analicese, considerando la evolucion de la polarizacién eléctrica media, la
evolucién hacia el equilibrio de una cadena ideal unidimensional de N eslabones
de longitud individual I/, con un momento dipolar eléctrico p, en presencia
de un campo eléctrico E, y en contacto con un termostato que le impone
una temperatura 7. Simplifiquese la ecuacién de evolucién suponiendo que
pE < kpgT. Coméntese los resultados obtenidos y sugerir otras simplificaciones.
Repitase el ejercicio para una cadena unidimensional aislada.

Ejercicio 2.6:

Considérese un sistema de N espines 1/2 localizables (por ejemplo, asocia-
dos a los iones de un cristal), en presencia de un campo magnético aplicado H
y en contacto con un termostato que le impone una temperatura candnica 7.

i) Escribase el valor medio de la magnetizacién del sistema de espines, (M),
en funcién del valor medio de la magnetizacién de un espin dado, {u).
Justificar esta factorizacién de (M).

ii) Escribase la ecuacién de evolucién temporal de (M)(t) en funcién de las
probabilidades p4 (t) y p—(t) de cada espin individual.

iii) Escribase las ecuaciones maestras canénicas que gobiernan la evolucién
temporal de p4 (t) y p—(t) suponiendo que las probabilidades de transicién
entre los microestados individuales son wy_ y w_.

iv) ;Cudl es la relacién entre wy_ y w_47?

v) Calctlese d{M)(t)/dt en funcién de las probabilidades de transicién indi-
viduales.

vi) Calctlese (M)(t) en funciéon de (M)(0) y el valor de la magnetizacion a
tiempos muy largos ¢t — .

vii) Repitase el ejercicio en el caso de que el sistema se encuentre aislado
térmicamente cuando H = 0.

Ejercicio 2.7:

Un sistema aislado esté formado por N particulas indistinguibles que pue-
den ocupar los nodos de dos redes A y B. Cada red tiene N nodos y la energia
de una particula en la red A es cero y en la red B es e. Obtener las expresiones
de la entropia y de la energia por particula y discutir los resultados.
Ejercicio 2.8:

Obténgase, mediante la aplicaciéon del principio de entropia méaxima, la
distribucién de probabilidad de la colectividad generalizada:

—_
=

P = LeAE—€X, gz _ 3 ePE-ex:,
l

95 _ 3db + edx,
kp

donde X es una variable extensiva y £ su fuerza canénica conjugada. Demués-
trese que la colectividad generalizada es equivalente a la colectividad canénica
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y esttudiese particularmente el caso X = V' y & = 8p (colectividad isotérmica-
isobérica).
Ejercicio 2.9:

Usando el principio de entropia maxima, demuéstrese que la distribucién
de probabilidad menos sesgada que se puede asignar a una variable aleatoria
de la que se conoce su varianza, o = (x2), es la distribuciéon gaussiana. Supén-
gase, para simplificar y sin pérdida alguna de generalidad, que se trata de una
variable aleatoria de media nula ({(z) = 0).

Ejercicio 2.10:

Fluctuaciones de la energia en la colectividad gran-canonica. Demuéstrese

que en la colectividad gran-candnica

TINZ — 2(B) + 1252(V) — 2ucon (B, N)
B> g A

., Cudl es el significado fisico de este resultado?
Ejercicio 2.11:
Demuéstrese que las fluctuaciones de la energia en la colectividad gran-

canénica son: o o(E) o(E) )
— k36287T+(AN)2 (8<N>> . (2.171)

(AE)?

Ejercicio 2.12:

Una cadena unidimensional consiste en N elementos idénticos cada uno
de longitud [; el angulo entre elementos sucesivos puede ser 0 o 180 grados.
Para representar la cadena podemos imaginar que cada uno de sus elementos
(“eslabones”) es una flecha que puede estar en dos estados: +, con la flecha
yendo hacia la derecha (el ntimero de elementos en tal estado serd ny) y el
estado — con la flecha hacia la izquierda. En todo lo que sigue supondremos
N constante y que la energia de interaccién entre los eslabones (en general
no nula para que pueda considerarse que forman un sistema) es despreciable
frente a la energia intrinseca de cada eslabén €1 en el estado + o — (cadena
ideal). Supondremos asimismo que los eslabones son “localizables”; por lo que,
a pesar de ser independientes y fisicamente indistinguibles, tienen un nimero
cudntico diferente (la posicién) y por tanto se evita dicha indistinguibilidad,
pudiendo asignar una direccién determinada, + o —, a una determinada
posicién.

1. {Cudl es la longitud L de la cadena en funciéon de N, [ y ny? Nétese que
L es la longitud entre el primer eslabén y el ultimo y que puede ser cero.

2. Calcilese el niimero total de microestados cuando e, = e_.
3. Obténgase la relacién entre la energia total E'y L cuando e1 = Fe.

4. Calcilese el intervalo AL entre dos niveles degenerados y el nimero de
estados I'(L) en un intervalo de longitud de la cadena JL.

5. Obténgase la distribuciéon de probabilidades microcanénica P(L) de la
cadena aislada. Demuéstrese que la distribucién estd normalizada.
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6. Calculese la entropia microcandnica del sistema cuando €4 = e¢_ y cuando
€4 = Fe€.

Ejercicio 2.13:

Demuéstrese que la funciéon de densidad de probabilidad de una configura-
cién del sistema definida por una fluctuacién en torno al equilibrio a;; = ¢; — ¢?
es una gaussiana. ;Cémo deberia ser el volumen fasico del sistema para obtener
una distribuciéon de probabilidad de tipo potencial p(¢) oc (=7
Ejercicio 2.14:

Obténganse la distribucién gran-canoénica y la distribucién generalizada a
partir de la teoria de fluctuaciones de Einstein.

2.8. Lecturas complementarias

Como lecturas complementarias para este capitulo se sugieren:

= Diu B., L. D., Guthmann C.; & B., R. (1989). Eléments de Physique
Statistique. Hermann.

» Huang, K. (1987a). Statistical mechanics. Statistical Mechanics, 2nd
Edition, by Kerson Huang, pp. 512. ISBN 0-471-81518-7. Wiley-VCH,
April 1987., (p. 512).

= Reichl, L. (1980). A Modern Course in Statistical Mechanicsi. (E. Arnold,
Publ. LTD), Univ. of Texas Press.

Ademads como lecturas complementarias de naturaleza algo més basica, tan-
to para este capitulo como para los siguientes de las partes I y I, se sugieren:

= Brey, J. J., de la Rubia Pacheco, J., & de la Rubia Sanchez, J. (2001).
Mecdnica FEstadistica. Cuadernos de la UNED.

» Glazer, M., & Wark, J. (2001). Statistical Mechanics: A Survival Guide.
Oxford University Press.

= Kennett, M. P. (2020). Essential Statistical Physics. Cambridge Univer-
sity Press.

También es conveniente para el lector la consulta de los siguientes compendios
de problemas resueltos.

» Lim, Y.-K. (1990). Problems and Solutions on Thermodynamics and
Statistical Mechanics. World Scientific.

s Tejero, C. F., & Parrondo, J. M. (1996). 100 Problemas de Fisica Esta-
distica. Alianza Editorial.
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Capitulo 3

Sistemas en interaccion
débil

3.1. Interaccion débil: factorizacion del volu-
men fasico y de la funcién de particion

Considérese un sistema formado N constituyentes (e.g., los 4tomos o molé-
culas de un gas, los espines de un sistema magnético...). En general, podremos
escribir su hamiltoniano H(¢; ...(n) en funcién de los grados de libertad de
los constituyentes (¢;) como

H(Ci, -5 CN) ZZHi(Ci)+ZHij(Ci,Cj)+ > Hijn(Gin G Ge) +- .- (3.1)

(4,4) (4,4,k)

donde H;, . ;. es la contribucién al hamiltoniano de las interacciones (coli-
siones) entre los k constituyentes. Es evidente que este es un problema de
N-cuerpos, y que la descripcién de los microestados del sistema exige la especi-
ficacién conjunta de los grados de libertad de todos los integrantes del sistema,
lo que dificulta en gran medida la descripcién estadistica de sistemas reales en
los que existe interaccién entre aquellos.

No obstante, en muchas situaciones practicas el sistema fisico considerado
estd compuesto por constituyentes que, o bien directamente no interaccionan
entre ellos (sistemas ideales), o, si lo hacen, lo hacen de manera que la energia
de sus interacciones es mucho menor que las energias propias de estos, i.e. esta-
mos en una situacién de interaccién débil. En estas situaciones el tratamiento
estadistico del sistema se simplifica notablemente, como veremos a continua-
cién. En efecto, para este tipo de sistemas es posible despreciar el efecto de
las interacciones (colisiones), de modo que el hamiltoniano del sistema queda
reducido a la suma de un conjunto de operadores monoparticulares

H(Clr"aCN):ZHi(C’i)a (32)

93
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que unicamente dependen de los grados de libertad de cada constituyente por
separado.! De este modo, los estados propios del hamiltoniano se pueden es-
cribir como Q) |¢;) = |bi,-..,¢n), donde |p;) representa los autoestados del

constituyente i-ésimo:
H;(G) i) = € |di) - (3-3)

Por su parte las energias propias seran:

H(Clu"'aCN)‘¢ia"'7¢N>

12

ZHZ(CZ)|¢’L7’¢N>
ZE’L|¢)’L7)¢N>

K2

As{, podemos ver que la energfa de los sistemas en interaccién débil (o de
su limite, los sistemas ideales) es simplemente la suma de la energia de sus
integrantes no interactuantes, Ex = )¢, lo que serd de gran importancia
posteriormente.

Por otro lado, desde un punto de vista estadistico podemos decir que los
subsistemas no interactuantes no estan correlacionados en modo alguno entre
si, esto es, son estadisticamente independientes, por lo que la distribucién de
probabilidad de un microestado del sistema global (distribucién conjunta) no
es mas que el producto de las probabilidades individuales

P = szv (3.5)

Evidentemente, otra consecuencia de la independencia estadistica de los sub-
sistemas es que el nimero (o densidad) de los estados del sistema global no es
sino el producto de los estados de cada uno de los susbistemas por separado,

I'n(En) = Hri(éi), (3.6)

siempre obviamente que Exy = ), €;.

Una de las consecuencias que se siguen de este resultado es la aditividad
de la entropia de sistemas independientes. En efecto, una aplicaciéon directa del
principio de Boltzmann a la Ec. (3.6) conduce a:

N
S(E) =kpInT(E) =kp Yy _InT; = > S(e;). (3.7)

3.1.1. Factorizacién de la funcién de particion

De la misma forma que el volumen fasico y la densidad de estados, en el
caso de sistemas formados por constituyentes independientes las funciones de

INotemos que esta forma del hamiltoniano como suma de términos con grados de libertad
independientes puede deberse a muchos factores: particula independientes, grados de libertad
independientes en virtud de la aproximacién adiabatica, subsistemas distintos en interaccién
débil, etc.
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particién pueden factorizarse en términos de las funciones de particién de sus
integrantes. Para el caso de particulas independientes (o débilmente interac-
tuantes), los estados de particula estdn bien definidos, por lo que es posible
escribir el hamiltoniano total del sistema de N particulas como una suma so-
bre los hamiltonianos de cada particula

H— ZH“ (3.8)

donde el hamiltoniano de cada i particula tiene un espectro discreto de energia

con valores {egi), . eg), e },

H;

W) =

\p§?>> : (3.9)

de forma que el estado de la particula viene dado por el niimero cudntico k. De
esta forma, los autoestados del sistema tendran una energia dada por

N
E=3" 6ume, (3.10)
=1 k
(i)

donde dy, , vale 1 si E; = €.’ y 0 en para el resto de indices. Por lo tanto, en caso
general, los autoestados de la energia vendran dados por el conjunto de los NV
nimeros cudnticos {k1 ,... ,ky}. Ahora bien, en el caso de particulas idénticas,
que tienen por lo tanto espectros de energia idénticos, podemos reorganizar la
suma de la siguiente manera

N
E=Y e bk, (3.11)
T =1

donde se ha usado que por ser particulas idénticas e,(;) = e,(f ) = ¢4. Esto nos
permite caracterizar los autoestados de la energia utilizando como ntimeros
cuanticos los niimeros de ocupacién n,.. Estos niimeros cudnticos se correspon-
den con el nimero de particulas que se encuentran en el nivel de energia ¢,.. En

este caso, la energia del sistema resulta?
E=> ne. (3.12)
T

Por lo tanto, siempre es posible especificar un microestado del sistema de par-
ticulas idénticas independientes global especificando los nimeros de ocupacién
del sistema {ny,...,n,,...}. Consecuentemente, la funcién de particién de un
sistema de particulas idénticas serd

Z: Z g(N, ny... 7’[’2,,',.)6_6 Z,,, n,,,gqﬂ?
NLyeeesNp

N=3> n,

20bsérvese que el conjunto de {n,} puede identificarse con la distribucién de frecuencias
absolutas.
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donde la primera suma recorre todas las combinaciones posibles de
{n1,...,np, ...}, condicionados a que el nimero de particulas sea cons-
tantes, y donde g(N;ng...,n,) es la degeneracién del nivel de energia global.
Se tratard con mayor detalle el concepto de nimero de ocupacion en el capitulo
4.

A continuacién, vamos a particularizar para el caso en que las particulas
sean distinguibles, es decir, cuando intercambiar el estado de dos particulas nos
lleva a un microestado nuevo. Esto es comtun en sistemas sin grados de libertad
traslacionales (por ejemplo cristales). Bajo estas circunstancias es evidente que:

N!

Lo cual nos lleva a la siguiente funcién de particion:

N!
liw = Y AT

| |
Ny Ny .My

N=>_n,

r

N! _ i
= Z ni!...n,! 1:16 o

Ni,..,Ny

N:ET, Ny

N
= H<2655,> =2y, (3.14)

r

donde hemos aplicado el teorema multinomial. Como vemos, la funcién de
particién factoriza en el caso de particulas distinguibles.

Por otro lado, en el caso de que las particulas sean indistinguibles, y por
lo tanto la permutacién de dos particulas no genera un nuevo microestado
,9(N;ny...,n.) =1, por lo que

§ — M€
Zindist = € Ao, nrer

M1yeeeyNp

N=>> n,

> I[e e (3.15)

N1,y
N=32,.n,

lo que obviamente no factoriza. No obstante, un sistema de particula indistin-
guibles en el limite diluido, en el cual n, = {0, 1}, para casi todos los estados
podria tratarse como un sistema de particulas distinguibles con un factor de
correccion del recuento de estados que puede calcularse de la forma siguien-
te. En el limite diluido en el que n,, = 0 o n,, = 1 en la inmensa mayoria
de los niveles, el factor de degeneracién en (3.13) toma el valor aproximado
g(N;ny...,n,.) ~ N y, consecuentemente,

Zdist = N!Zindist 5 (316)

lo que constituye una aproximacion, pero puede considerarse esencialmente
exacto Unicamente en este caso, que, como veremos en el siguiente capitulo,
coincide con el limite clasico.
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En lo que resta de capitulo se estudian algunos sistemas en interaccién
débil y formado por constituyentes sin grados de libertad traslacionales (i. e.
localizados y por tanto distinguibles), particularmente relevantes por presentar
espectros discretos de energias con niveles equiespaciados, y en capitulos pos-
teriores se introduce el tratamiento de sistemas ideales con grados de libertad
translacionales (gases ideales cudnticos y cldsicos) de particulas indistinguibles.

3.2. Sistemas factorizables de particulas locali-
zadas

Considérese un sistema fisico formado por N constituyentes (particulas,
osciladores, etc.) independientes y localizadas en equilibrio térmico a la tempe-
ratura T'. Los grados de libertad relevantes conducen a un espectro discreto de
energias de particula, y consideremos que sus microestados se describen median-
te un conjunto de nimeros cuanticos —que denotaremos por r— que permiten la
especificacion de los autoestados del sistema de C.C.0O.C. con el que construi-
mos el hamiltoniano del sistema. En el caso de sistemas en interaccion débil,
como se ha visto,

H= Z H; + Hjpn:, Hin < H; (3.17)

por lo que es posible considerar que el hamiltoniano es un conjunto de térmi-
nos monoparticulares, sin que exista acoplamiento de coordenadas de diferentes
particulas. Como se vio en la seccién anterior, en este caso la funcién de par-
ticién canénica del sistema se puede escribir de la forma

ZN = ZZ-N,
i (i)
Zi = Z 67’3‘;&) = Z gkeiﬂsk 5 (318)
r (estado) k (nivel)

donde z; es la funcién de particiéon del particula i-ésima, 551) es la energia de

su estado 7 v g la degeneracién del nivel de energia k-ésimo.? Lo que sean
efectivamente estos microestados dependerd del sistema concreto.

Considérese ahora el caso en el que el sistema esta formado por IV subsis-
temas independientes y distinguibles (por simplicidad) cada uno de los cuales
tiene un espectro con s+ 1 niveles de energia, que supondremos por simplicidad
no degenerados:

N
H= ZHi7 H;y < H;

i=1

H;

wg>> ni =0,1,2,...,s. (3.19)

30Observemos que en el caso de sistemas ideales sumar a microestados del sistema global
se reduce a sumar a estados de particula.



3.2 Sistemas factorizables de particulas localizadas 98

En este caso, r = n; y la funcién de particién de la Ec. (3.18) adopta la forma:

ZN = Z{V,
z1 = Z e PEny (3.20)
nE=0

Es evidente que para realizar cualquier consideracién adicional hemos de cono-
cer la forma concreta del espectro de energia del sistema. Un caso particular-
mente interesante por su frecuencia en sistemas de interés concreto es aquel en
el que los diferentes niveles de energia estan equiespaciados:
Em,—&-l - Em = /\7
E,,=n\ n=01,..s (3.21)
donde supondremos, sin pérdida alguna de generalidad, que Ey = 0. En este

caso,
s 1 — e BA(s+1)

_ —pnpA _
a=) e = o (3.22)

ni=0

por lo que la energia libre de Helmholtz del sistema global sera:
F=—kgTlnZy=—-NkgTlh [1 — e—WS“)} + NkgTIn [l —e P, (3.23)
lo que permite la completa caracterizacién termodindmica del sistema.

1. Energia interna del sistema y capacidad calorifica:

E__(alnzN) _ N(s+DA . NA
_ 5

G D T P
co— (9B _ (2B (98 ___L (9F
¢~ \or ). \as) \or ), &sT2\9B),

N_

2 ¢ 1)242 (s+1)z

P UOD S 0 i (3.24)
(efc _ 1) [e(s+1).’r _ 1]

donde hemos introducido el parametro x = .

Cuasos limite: La dependencia de la capacidad calorifica en los limites de
alta y baja temperatura es:

(a) —=0 (I'—-00; A=>0) Cc—0
(b) =00 (T'=-0;A—=00) C¢c—0

Como era de esperar los resultados obtenidos son compatibles con el tercer
principio de la Termodinamica, al predecir una anulacién de la capacidad
calorifica del sistema en el limite T7 — 0. Como vemos, la capacidad
calorifica manifiesta un comportamiento singular, con C¢ - 0aT =0y
a T — oo, mostrando un maximo. Este comportamiento, conocido como
anomalia de Schottky, indica la existencia de un méximo en la energia que
es capaz de absorber el sistema, y es tipico de sistemas con un conjunto
finito de niveles de energia.
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Figura 3.1: Capacidad calorifica de un sistema factorizable con espectro discreto
de niveles de energia equiespaciados.

2. Entropia del sistema. Como sabemos, la entropia candnica del sistema

estd dada por la expresion:

E
S:k'BhlZ—F?,

por lo que, en nuestro caso,

S = Nkpln [1 = e D] Ny [1 - e~

Nk'B(SJr].)ﬂ)\ NkBﬂ)\
CeBsHA 1 efr —17

(3.25)

que podemos reexpresar en funciéon del parametro z = B de la forma:

(s+ 1)z x
Ry b (3.26)

Nin = In [1 — e_(‘9+1)x} —In [1 — e_x]

Casos limite:

(a) 2 =0 (T = o0; A= 0); NikB — In(s + 1) (ndmero de niveles
de energia accesibles)

(b) z w00 (T — 0; A = 00); N—“ZB — 0 (todas las particulas en el

estado fundamental, que hemos supuesto no degenerado)

A continuacién se analizan algunos sistemas fisicos de relevancia que pueden

ser reconducidos a este esquema general que se acaba de introducir.
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3.2.1. Sistema de dos niveles de energia

Considérese en primer lugar un sistema fisico en equilibrio térmico a la tem-
peratura T formado por N constituyentes independientes y distinguibles, que
presentan grados de libertad asociados a un espectro formado por dos niveles
de energias 0 y €. En este caso el espectro del hamiltoniano correspondiente a
dichos grados de libertad es,

HZ'rL |¢’L> :E’L |wi>7 i:O717
EO = O,El = E&.

Este supuesto corresponde al caso s = 1 en el esquema general. Asi, la funcién
de particion del subsistema i-esimo se escribe como:

1
m=Y e =14 e (3.27)

ni=0

que podemos obtener de forma inmediata sin méas que hacer s=1 y A = ¢ en
la Ec. (3.22):

1 — = BA(s+1)

TR ={s=1; A=} =1+e". (3.28)

Z1 =
Luego, la funcién de particiéon del sistema global es:
Z _ N _ 7,36 N

N=z"=(1+e "), (3.29)

de donde podemos recuperar de forma trivial toda la termodinamica del siste-
ma.

Ejemplo 3.1

Considérese un sistema de N particulas independientes y discernibles (e.g un
sélido cristalino) en contacto con un termostato a la temperatura 7. Supongamos
ademas que cada particula inicamente tiene dos niveles de energia, 0 y ¢, originados,
por ejemplo, por la interacciéon hiperfina entre los momentos magnéticos nuclear y
electrénico en sustancias paramagnéticas. Calctlese:

i) El valor medio de la energia del sistema.

ii) Los ntimeros de ocupacién de cada nivel de energia.

iii) La capacidad calorifica del sistema. Representar el resultado frente a T y
analizar la dependencia en la zona de altas y bajas temperaturas.

iv) Calcular la entropia del cristal y analizar los casos limite de altas y bajas
temperaturas.

v) Supongamos que sometemos el sistema a un campo magnético que genera un
tercer estado de energia 5e. ;A qué temperatura, T., comienza a poblarse dicho nivel?
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i) Evidentemente, al tratarse de particulas independientes y discernibles (idénticas
pero localizadas) con el espectro no degenerado de la figura 3.2, la funcién de
particion del sistema de N particulas estd dada por

Zy=z ; n=Y e =14+, (3.30)

de forma que la energia interna del sistema sera:

Figura 3.2: Espectro del sistema de dos niveles de energia.

<E>=N<e>:—<algﬁzN>N:eﬁjsvir (3.31)

ii) Los nimeros de ocupacién de los niveles de energia se obtienen a partir de la
distribucién canénica como:

—Be;
e
(Ni) = Npi=Ni——p5 ; =0
(V) = NpoN— ' ()= NmeN— (332
1) = pr=Ny—=p s W) = Np2 = No———=5, .

de modo que, evidentemente, N = (N1) + (N2). Ademads, salvo que T' < 0,
(N1) > (N2).

iii) La capacidad calorifica es, consecuentemente,

[ O(E) _ z%e”

Como puede verse en la Fig. 3.3, la capacidad calorifica exhibe la denominada

e il
08 0.8 04 :_
i H 1
, 06 06 03 / 412
2 £ z 1
s = % .
0.4 0.4 So2 3

0.2 0.2 0.1

0.0 0.0 0.0

ksT/e ksT/e ksT/e

Figura 3.3: Energia interna, ocupacién media y capacidad calorifica del sistema
de dos niveles de energia.

anomalia de Schottky, pues a T — 0o no se recupera la ley de Dulong y Petit
(C x kpf/2 a alta temperatura, con f el nimero de grados de libertad). Esto
es debido a que los sistemas con un espectro finito de niveles de energia tienen
un limite maximo de absorcién de energia.
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iv) La entropfa en la colectividad canénica se obtiene a partir de

F(T,N) = (E) — TS = —kgTln Zn(T,N) < S = kgln Z + @ (3.34)

de modo que
x

er +1’°
por lo que, cuando T' — oo (x — 0), S — kpln2, i.e., el sistema tiene
dos configuraciones posibles, y ambas son accesibles para las particulas a alta
temperatura. Por otro lado, cuando T'— 0 (z — o0), S — 0, pues todas las
particulas se encuentran en estado fundamental y hay una tinica configuracién

S=Nkgln(1+e™") + Nks (3.35)

accesible.
1.0 1.0

0.8 1 D

2 2 %87

£ £

n 0.4
0.2 1
0.0 !

0 1 2 3

Figura 3.4: Entropia del sistema de dos niveles de energia.
v) En el caso de que un campo magnético introduzca un tercer nivel de energia
5¢, la funcién de particién de particula serd:
21 =1+e P4 e % (3.36)

de tal modo que el niimero medio de particulas en el tercer nivel es:

6—556

(N3) = Nps = N (3.37)

21

El comienzo efectivo de la poblacién del tercer nivel de energia tendra lugar
cuando (N3z) ~ 1.

3.2.2. Momentos magnéticos localizados: paramagnetis-
mo de Brillouin

Otro caso interesante de sistema de particulas localizadas con niveles equies-
paciados lo constituye el de un sélido paramagnético formado por N dipolos
magnéticos localizados en los nodos de una red cristalina.
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Cuando un cuerpo macroscopico, inicialmente desimantado, se somete a la
accién de un campo magnético B, adquiere una magnetizacién media por uni-
dad de volumen M paralela a la direcciéon del campo aplicado. Si el sentido de
la magnetizacion es el mismo que el del campo externo aplicado decimos que
el material es paramagnético, mientras que si la respuesta del material es tal
que se genera una magnetizaciéon antiparalela al campo diremos que es diamag-
nético. El origen fisico de la magnetizacion es diferente segin tratemos uno u
otro supuesto. Mientras en el caso del paramagnetismo el material debe estar
compuesto por elementos constitutivos (dtomos, moléculas o iones) que pre-
senten un momento magnético permanente, p, que se orienta al azar debido a
la energia térmica en ausencia de campo externo, los materiales diamagnéticos
deben su magnetizacién a los momentos magnéticos inducidos en los elementos
constitutivos por la presencia del campo externo, momentos que constituyen
la respuesta de los electrones del material que modifican su estado de movi-
miento para oponerse a la presencia del campo externo. Es evidente que el
diamagnetismo es un fenémeno que se presenta en la totalidad de los materia-
les, superponiéndose al paramagnetismo en aquellos materiales que presentan
momentos magnéticos permanentes. En esta seccién se realizard tinicamente el
tratamiento estadistico del paramagnetismo de sistemas de momentos magné-
ticos localizados.

Realizando el estudio estadistico del paramagnetismo de Brillouin, considé-
rese un cuerpo macroscopico en equilibrio térmico con un foco a la temperatura
T, formado por N constituyentes independientes y fijos en los nodos de una
red cristalina, por lo que son distinguibles. Cada constituyente presenta un
momento magnético p asociado a un momento angular, J, de acuerdo con la
conocida relacion:

e

n=gyi (3.38)
1) — 1
g= g + s(s _Zj()j +l§l)+ ) (factor de Landé) (3.39)

Como se ha mencionado, en ausencia de un campo magnético externo la energia
térmica orienta al azar los momentos magnéticos por lo que la magnetizacion
promedio sera nula. En presencia del campo magnético externo el hamiltoniano
del sistema sera

N N
H= ZHz = Z(HOi — p;B)
i=1 i=1
N
€
=> <H0i + g2mJiB) , (3.40)

i=1

donde Hy; corresponde a las energias propias de las particulas de la red, que
tomaremos como origen arbitrario de energias y g es el factor giromagnético.*

4E] factor giromagnético de Landé es
JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J +1)

g=1+
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En lo que sigue se considerara iinicamente el hamiltoniano asociado a los grados
de libertad magnéticos. Si se tiene en cuenta ahora que el campo externo va en
la direccion y sentido del eje OZ positivo, es posible reexpresar el hamiltoniano
de la particula i-ésima de la forma:

e
H; =g—J.;B. 3.41
95me (3.41)

Evidentemente, los autoestados del hamiltoniano anterior son los vectores pro-
pios del C.C.0.C. que forman el operador momento angular J? y su tercera
componente, J;:

JZ G my) = 025G + 1) |3 my,) (3.42)
Jzi|gi my,) = mg,hlji my,) (3.43)
—Ji < my, < Ji, (3.44)

de tal forma que los autoestados y autovalores del hamiltoniano de la particula
1 son:

Hi ‘jl sz> = Emji |.71 mj'i> ) (345)

Em;, = gupm;B;  up = (magnetén de Bohr) (3.46)

e
2me
Asi pues, el espectro estd formado por 2j; + 1 niveles de energia no degenerados
y equiespaciados:

6 =|Em,;, 41— Em,,| = gunB. (3.47)

Por lo tanto el estudio estadistico del paramagnetismo tiene acomodo en el
formalismo general de sistemas factorizables de particulas distinguibles con
espectro discreto de energia y niveles equiespaciados de la presente seccién. La
funcién de particion canénica de una particula del sistema es:

+Ji +Ji
2 = Z e_ﬂEmjz‘ — Z e—ijingB
mj; ==Ji my, =—ji
_ e B sinh [BgupBU YD g g
1— e PorsB sinh [BgupB/2] ’

La expresién de la funcién de particién total del sistema es pues:

F(T,N)
InZy = — 2t
Han kpT

= Nln {sinh [BgupB(j + 1/2)]} — NIn{sinh [BgupB/2]}, (3.49)

expresion que, como es sabido, contiene toda la informacién termodindmica
del sistema. Obsérvese que se ha omitido toda referencia a la particula ¢ en
la notaciéon del momento angular de las particulas del sistema en la ultima
expresion.
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1. Energia interna y capacidad calorifica.

— 8anN . .
E=— ( ) = —NgupjB.B;j (BgunjB),
N

op
o (9EY _(0EY (03y __ 1 (oE
4‘(8T>f(aﬂ>g(6T><“k3T2(%)C
. 2
:NkBM (3.50)

cosh? (BgupjB)’

donde se ha introducido la funcién de Brillouin de orden j:

2j +1 2j +1 1 x
B; = th — —coth|{ —|. 51
i () 5 co ( o :r) T co <2j> (3.51)

2. Magnetizacién del sistema: Usando las relaciones termodindmicas con-
vencionales tenemos:

_ OF dlnZ . .
M=— (> = kpT ( = N) = NgupjB; (BgupjB). (3.52)
T T

Limites:
(a) Altas temperaturas: SgupjB — 0,

B; (BgupjB) — U;;.l)

—  _Nj(j+1)(gup)’ B
3 had
- kg T

Baupjb,

(Ley de Curie) (3.53)

(b) Bajas temperaturas (campo intenso): SgupjB — 00,

B; (BgupjB) — 1,
M — Ngupj = N, (3.54)
situacién que corresponde a todos los spines alineados en la direccion

del campo externo aplicado, lo que tiene lugar debido al predominio
de la energia magnética sobre la térmica en este régimen.

3. Susceptibilidad del sistema: La susceptibilidad se puede obtener como la
derivada de la magnetizacién (x = dM /dB). Para ello se ha introducido
la derivada de la funcién de Brillouin

d 1\? 1 2 +1\° 1
d Bj(x):B§(x):(2,) 2 _< 27 ) 2 (2j+1 ’
x J/  sinh (%x) J sinh (%x)
J J

(3.55)

con la cual se obtiene directamente la susceptibilidad

x = 8 = NBlouni)* B} (BonsiB). (3.56)
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Figura 3.5: Energfa interna y magnetizacién media de un sistema paramagné-
tico de spines 1/2.

Es posible particularizar ahora el caso general para dos casos especialmente
relevantes:

1. Caso j=1/2. Evidentemente para el caso j = 1/2, tenemos B /o(x) =
tanh z y por lo tanto:

—  NgugB

E =295 tanh (BgupiB), (3.57)

N

M = 92“3 tanh (BgupiB), (3.58)
N 2 1

4 cosh®(BgupB/2)

2. Caso j— oo (limite clésico, altos nimeros cudnticos). En este caso las
orientaciones forman un continuo, por lo que,

Z — / ds2,
J
y, ademaés, up — 0, de forma que gupj — p finito.’ De este modo
1
By (z) = coth (z) — — = L(z), (3.60)

X

que es conocida como la funcién de Langevin. La energia y la magnetiza-

5Esto se debe a que al tener un nimero de estados que tiende a infinito, su separacién en
energia debe tender a cero.
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cién en este caso

E = NuBL (BuB), (3.61)
M = NuL (BuB), (3.62)
X = Npp* ! (3.63)

(BuB)?  sinh® (BuB) |’

recuperando el caso clasico que se estudiara en el capitulo 5.

3.2.3. Sistema de osciladores armoénicos independientes

Considérese un sistema formado por N osciladores arménicos unidimen-
sionales independientes y distinguibles en equilibrio térmico a la temperatura
T.5 Los autoestados y autovalores del hamiltoniano de un oscilador son sobra-
damente conocidos de la Mecénica Cuéntica y ya han sido mencionados con
anterioridad en este capitulo:

2
I A R N G
—2m+2mwx—<aa+2 hw,

1
Hn) = E,[n); En=<n+2>hw, n=0,1,2.
Asi, el espectro esta formado por un conjunto discreto de infinitos niveles de

energia equiespaciados, por lo que nuevamente este sistema es reconducible al
formalismo general de la seccién. La funcién de particién del sistema es:

o0
ZN:z{V; zlzg e PEn
n=0

e —Bhw
LS el _ € e L (3.64)
= 1— efﬁhw eﬁhw/Z _ efﬁhw/Z’ :

y sus propiedades se obtienen de la manera usual. En particular, es inmediato
obtener la energia interna y la capacidad calorifica del sistema:

FE=— OInZy :N@ie te :N@cothm,
1oJ5} N 2 et —e " 2
o, = (9B _(9B) (98 ___1 (9F
V=\ar), \ag),\or/), kT2 \03),
2
hw
—ANkp——— 2= Phw (3.65)
(e —e7) 2
resultado que obviamente es equivalente a
Bhw
Cv ¢ (3.66)

m = ( )2 (eﬁh‘*’ _ 1)2’

6Veremos posteriormente que este sistema consituye la base del denominado modelo de
Einstein del sélido.




3.3 Ejercicios relacionados 108

3.3. Ejercicios relacionados

Ejercicio 3.1:

Demuéstrese que para un sistema factorizable de particulas localizadas C¢ >
0 en todo el rango de temperaturas (i.e. el sistema no presenta inestabilidades
termodindmicas que provoquen separaciones de fase).

Ejercicio 3.2:

Obtener la ecuacién de estado térmica, la ecuacion de estado calérica y la
entropia para un gas ideal aislado en una hipercaja de dimensién d en funcién
deT,V y N.

Ejercicio 3.3:

Un modelo simple de un polimero en una red en dos dimensiones es el
que resulta de una trayectoria en una red cuadrada. En cada nodo de la red,
el polimero puede seguir recto (opcién 1 en la figura) o elegir entre las dos
direcciones que forman un angulo de 90° con respecto a su direccién originaria
(opciones 2 y 3 en la figura). Cada vez que el polimero realiza un flexién su
energia se incrementa en una cantidad € mientras que continuar la trayectoria
inicial no tiene coste energético. Por lo tanto, para un determinado microestado
de la cadena polimérica la energia es me, donde m es el nimero de codos que
existen en una determinada configuracién microscopica. Asumiremos que el

b3
[¥%)

Figura 3.6: Modelo bidimensional de cadena polimérica.

comienzo de la cadena estd anclado en un nodo fijo de la red (para evitar
grados de libertad traslacionales) y que el polimero estd formado por N + 1
segmentos.

i) Si cada configuracién de la cadena es un microestado del sistema, jcudntos
microestados posibles de la cadena existen con una energia fija E = me con
0< m < N? (Pista: Computese en primer lugar la forma de colocar los m
codos en una cadena de N + 1 eslabones y téngase en cuenta a continuaciéon
que existen 2 posibilidades para cada dngulo, correspondientes a las flexiones
a izquierda y derecha.)

ii) ;Cudl es la entropia del sistema, S(E, N)? Aproximense todos los fac-
toriales por medio de la aproximacién de Stirling, In(N!) ~ NInN — N, y
exprésese el resultado en términos de la variable © = E/Ne.

iii) Calcilese la temperatura microcandnica del sistema como funcién de la
energia de flexién total E y la longitud N del polimero.

iv) Calcilese la ecuacién calérica del sistema E(T, N).
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v) Calctilese la capacidad calorifica a longitud constante Cy como funcién
de la temperatura T' y de longitud del polimero N.

Considerando ahora que la cadena se encuentra en equilibrio térmico con un
termostato a la temperatura T, calcilese la funcién de particién de la cadena
polimérica como funcién de la temperatura y del niimero de nodos de la cadena,
asi como la energia interna del sistema y su capacidad calorifica a longitud
constante Cy. Comparar el resultado obtenido con el correspondiente al caso
microcanénico para la energia de la cadena en funcién de la temperatura.
Ejercicio 3.4:

Un modelo estadistico muy simplificado de desenrollamiento de la doble
hélice de ADN, necesario para la lectura del material genético en procesos de
sintesis de proteinas, es el debido a C. Kittel [Amer. J. Phys. 31, 917 (1967)],
en el cual la macromolécula se considera como una cremallera formada por
N eslabones, cada uno de los cuales puede encontrarse cerrado con energia
0, o abierto con energia . Sin embargo, para que el eslabén k-ésimo pueda
encontrarse abierto es necesario que los k—1 primeros eslabones de la cremallera,
se encuentren abiertos previamente.

a) Demostrar que la funcién de particiéon canénica de la cadena puede es-
cribirse de la forma:

1— e—,B(N-&-l)e
=TT

b) Calctlese la entropia de la cadena en funcién del nimero de eslabones
abiertos y de la temperatura a la que se encuentra sometida.
Ejercicio 3.5:

Considérese un sistema de N particulas fijas en los nodos de una red cris-
talina, cada una de las cuales puede encontrarse en dos estados, |11) y |¢2), de
energias -¢ y € respectivamente. Obténgase la ecuacién

)

1 kg, |[1—{e)/e
T_%n’1+(€>/5

para la temperatura del sistema en funcién de la energia media por particula ().
JExiste algiin intervalo de energias medias en el que la temperatura anterior
sea negativa? (Pista: Téngase en cuenta que si @ = (e* —e %) /(e + e %)
entonces z = 3 In|(1+a) /(1 - a)|)

Calctlese la ocupacion media de cada uno de los niveles energéticos de
particula y analicese si el cociente es inferior o superior a 1 en el intervalo de
temperaturas negativas.

Ejercicio 3.6:

Isotermas de adsorcion de Langmuir y Frumkin. Consideremos una super-
ficie formada por M nodos equivalente y localizados cada uno de los cuales
puede adsorber, de manera independiente, una particula del adsorbato consti-
tuido por un gas ideal en contacto con la superficie a la presiéon P, temperatura
T y potencial quimico, p = po(T) + kT In P. Calctlese la fraccién de nodos,
5= N/M, que se encuentra ocupada en el equilibrio (Isoterma de Langmuir).
Represéntese graficamente el resultado y analicense los limites de alta y baja
presién. ;Cémo se modifica el resultado anterior en el caso de que haya un
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potencial quimico efectivo g = pg + AS, donde A = wz es fruto de una interac-
cién de una molécula con las adsorbidas en los z nodos vecinos w (Isoterma de
Frumkin)?

Ejercicio 3.7:

1. Demuéstrese en la colectividad gran-candnica que, en ausencia de interac-
cién entre particulas adsorbidas, la fraccién de nodos ocupados 6 cuando
la red se encuentra en contacto con un adsorbato que es un gas ideal

= NS.O) + kT Inp es (isoterma de Langmuir):

p-N_
M p+po(r)

_ 5, ®
po(T)=¢q 1(7’)6 B

2. Pruébese que, cuando el nimero maximo de particula por nodo no esta
acotado, entonces (isoterma Brunauer-Emmett-Teller, BET):

o_ cx _ cx
N (1—qzeﬁﬂ<o)p+q1...) N (1—CE+C.%’) (1—‘%)7
con ¢ = g; el cociente entre las funciones de particion de particulas

adsorbidas en la primera y en la segunda capa, y x = qxeﬁ”(o) p. | Qué
significado fisico tiene el limite x — 1 7

Ejercicio 3.8:

Supongamos que una superficie tiene M nodos de adsorcién equivalentes,
discernibles e independientes y sobre cada uno de ellos se puede adsorber un
numero ilimitado de moléculas apiladas verticalmente. Supongamos que la fun-
cién de particién candnica de las moléculas de la primera capa es ¢ y la de
todas las demés go. Calcular la fraccién de particulas adsorbidas por nodo, s,
cuando la superficie esta en contacto con un gas ideal a la presiéon P. La iso-
terma de adsorcién anterior se denomina isoterma BET (Brunauer, Emmet,
Teller). Representar la isoterma frente a z = goe”# e interpretar el resultado.
Ejercicio 3.9:

Calcular la magnetizaciéon media M por unidad de volumen de un conjunto
de N particulas independientes de momento angular J. Evaluar la suscepti-
bilidad magnética x = (8M/ BB) para un campo débil a altas temperaturas.
Examinar los casos J =1/2y J — oco. (Datos: p = gupJ/h donde g es el factor
de Landé y up el magnetén de Bohr: up = eh/2me; g = 2 para electrones).
Ejercicio 3.10:

Considerar N spines iguales en interacicion débil en el equilibrio térmico a
la temperatura T' y localizables (discernibles, asociados por ejemplo a los iones
de un cristal), de energias intrinsecas €. En este modelo, cada particula tiene un
momento magnético u que puede ser paralelo o antiparalelo a campo magnético
aplicado B. Las energias de interacciéon con el campo seran entonces e+ = FubB.
A los ntimeros de spines paralelos (+) o antiparalelos (—) los denotaremos por
n+. Este modelo es isomorfo al de la cadena unidimensional aislada, jugando
la magnetizacion total M el papel de la longitud L. Para los casos en que el
campo magnético externo aplicado sea o no nulo, calcular:
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1. La funcién de particién de cada spin.

2. La probabilidad de cada microestado de cada spin y de la de un micro-
estado global del sistema de spines.

3. El valor medio de la energia y de las magnetizaciones individual y colec-
tiva del sistema.

4. Analizar las fluctuaciones de la energia y de la magnetizacion del sistema.

5. Repetir el ejercicio para el caso de que el sistema esté aislado y comparar
ambos resultados.

Ejercicio 3.11:

Obténgase la varianza de la variable aleatoria magnetizacién de un sistema
de N espines J =1/2, 53, = M2 — Mz, que representa las fluctuaciones de la
magnetizacién en torno a su valor medio. Comparese el valor de esta magnitud
con el obtenido para la susceptibilidad magnética del sistema:

(o
X = Mo 9B Ta

y demuéstrese que kgTy = s%;, lo que expresa el hecho de que la respuesta
macroscopica del sistema a perturbaciones exteriores esta gobernada por las
mismas leyes que la regresién espontanea de sus fluctuaciones microscépicas
(teorema de fluctuacién-disipacién).
Ejercicio 3.12:

Enfriamiento por desimanacién adiabatica. Consideremos un sistema de N
espines S = 1/2 (u = —gupS/h) independientes y distinguibles (localizados),
en equilibrio térmico con un termostato a la temperatura T'. Calcule:

= i) La funcién de particién del sistema en presencia de un campo magnético
externo en la direccién del eje OZ. (Nota: El hamiltoniano del sistema en
presencia del campo es H = —uB, por lo que las energias de cada estado
de espin son de la forma E,, = —gugBm,m = £1/2.

= ii) La magnetizacién media del sistema (M) = kpT'(01n Z/0B)s. Analice
los casos limite de: a) alta temperatura y bajo campo magnético (ley de
Curie), y b) baja temperatura y alto campo externo.

= iii) La entropia del sistema de espines en funcién de la temperatura y del
campo magnético, S(T, B), y demuestre que la entropia es Gnicamente
funcién de la variable x = SuB. Estudie el comportamiento de la entropia
en los casos limite x — 0y x — oco. ;Como se interpretan estos resultados?
Teniendo en cuenta lo obtenido, jqué debe suceder con el cociente B/T en
un proceso adiabatico reversible del sistema (S = cte.)? En procesos de
desimanacién de sales paramagnéticas (e.g. LiF) se retira adiabdticamente
el campo magnético aplicado sobre el sistema provocando la desaparicion
de su magnetizacion, ;qué sucede con la temperatura de la sal en este
supuesto?






Capitulo 4

(Gases ideales cuanticos

Un gas ideal cuantico es un sistema formado por particulas idénticas indis-
cernibles en interacciéon débil. Como se ha mencionado en el capitulo anterior,
la clave para la descripcién de los microestados de este tipo de sistemas radica
en el concepto de nimero de ocupacion, i.e., el niimero de particulas en cada
estado cudntico de particula (n,.). El objetivo de este capitulo es la obtencién de
las propiedades termodindmicas de estos sistemas, comenzando con el calculo
del niimero promedio de particulas por estado cudntico de particula o niimero
medio de ocupacion, n,.. Para ello es preciso obtener previamente la funcién de
particién del sistema atendiendo a la naturaleza de las particulas que lo com-
ponen (fermiones o bosones). A continuacién se presentaran las propiedades
de sistemas ideales de fermiones y bosones, tanto de particulas no relativistas
como ultrarelativistas.

4.1. Principio de identidad de las particulas.

Dos particulas se dicen idénticas si todas sus caracteristicas intrinsecas (ma-
sa, spin, carga...) son las mismas. Los sistemas de particulas idénticas presen-
tan, desde el punto de vista de la Mecanica Cudntica, un problema fundamen-
tal. Supongamos que inicialmente se encuentran en regiones del espacio donde
sus funciones de onda permanecen netamente separadas (disjuntas). Podremos
etiquetarlas entonces como particulas (1) y (2). Si las caracteristicas de su
movimiento las conducen a una situacién donde la probabilidad de presencia
simultdnea en un mismo dominio (colisién) es no nula, perderemos su traza
irremediablemente y, consecuentemente, toda informacién sobre su identidad.!

En efecto, consideremos un proceso de colisién de dos particulas idénticas.
Clasicamente, conociendo las posiciones y momentos lineales antes de la coli-
sién podemos seguir la trayectoria de las particulas intervinientes en el proceso
durante el mismo. Sin embargo, en el caso cuantico el principio de incertidum-

IEvidentemente en un gas estos procesos se producen de manera continuada, de forma tal
que, aun cuando pudiésemos etiquetar en un instante determinado las particulas del mismo,
la informacién acerca de la identidad de las mismas se perderia irreversiblemente dentro de
un intervalo de tiempo igual al tiempo medio de colisién.

113
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1

\

Cémara de niebla

Figura 4.1: Proceso de colision entre particulas idénticas. Aunque es posible ob-
tener informacion mecanica sobre el proceso de scattering mediante una cdmara
de niebla, nunca puede precisarse de qué particulas se trata concretamente.

bre impone limitaciones sobre el conocimento de las posiciones y momentos de
cada particula, difuminando el concepto de trayectoria. No obstante, en este
caso, mediante una cidmara de niebla podemos seguir la trayectoria promedio
de un haz de particulas (condensacién de vapor de agua debido a la transfe-
rencia de momento entre las moléculas del gas y las particulas procedentes del
proceso), aunque nunca podremos precisar qué particulas concretamente son
las que inciden sobre la cdAmara de niebla en cada caso. De todos modos, cuan-
do las particulas se aproximan lo suficiente como para producir una colision
se producen una serie de procesos (resonancias, intercambio de particulas...)
que impiden la identificacién de las particulas ahi. La regién del espacio donde
tiene lugar el proceso de scattering es, pues, una “caja negra” donde se pierde
toda la informacién sobre la identidad de las particulas interaccionantes, y una
vez perdida es irrecuperable.

En dimensién D=3 el tratamiento cudntico de los sistemas de particulas
idénticas gravita fundamentalmente en torno al denominado principio de iden-
tidad (o indistinguibilidad) de las particulas, completado mediante el teorema
spin-estadistica. El corolario de ambos principios es el conocido principio de
exclusién de Pauli. Tratemos estos resultados a continuacion.

1. Principio de indistinguibilidad: Es el resultado principal de la teoria
de particulas idénticas, y puede enunciarse de la forma siguiente:

En un sistema de particulas idénticas, dos estados que difieren unicamente
en la permutacion de dos particulas son equivalentes.

El enunciado anterior implica que toda la fisica, i.e. todos los observa-
bles fisicos, del sistema permanecen invariantes bajo una permutacién
de particulas. Esto implica que las funciones de onda (que contienen la
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mencionada informacién fisica) poseen unas determinadas propiedades
en relacién con las operaciones del grupo de permutaciones. El principio
de identidad de las particulas enunciado para las funciones de onda del
sistema se expresa de la forma

La funcion de onda de un sistema de particulas idénticas tiene una sime-
tria bien definida, bien completamente simétrica o completamente antisi-
métrica.

El postulado anterior se conoce también como postulado de simetriza-
cién. La funcién de onda de un sistema de N particulas idénticas serd
de la forma v (1, ..., (), una funcién de los niimeros cudnticos de las N
particulas del sistema. De acuerdo con el principio de indistinguibilidad,
el sistema fisico resultante de una permutacion arbitraria de las parti-
culas es el mismo, lo que nos lleva a que la transformacién mas general
posible bajo el grupo de permutaciones deja el médulo al cuadrado de la
funcién de onda invariante. Esto es equivalente a la acumulacién de una
fase global en la funcién de onda de N-cuerpos:

/IZ) (Cl? "'Ci? b Ck? te CN) = eilaw (Cl? "'Ck? tte CZ? ) CN)
:6712061/) (Cl?"'Ci?"'7Ck7"'7CN) i
= e =la e =41 (4.1)
Este principio necesita ser completado asignando un tipo determinado

de simetria a cada clase de particulas idénticas, y ese es el papel del
denominado teorema spin-estadistica, que comentamos a continuacién.

. Teorema spin-estadistica (Belinfante, 1939; Pauli, 1940): Las parti-

culas con spin entero tienen asociada una funciéon de onda totalmente
simétrica (bosones), mientras para las de spin semientero (fermiones) la
funcién de onda es totalmente antisimétrica:

e =1 bosones

—i _1

e = fermiones

. Principio de exclusién (Pauli, 1925): Como conclusién inmediata

se obtiene el denominado principio de exclusién que establece que en
un sistema de fermiones dos o mas particulas no pueden coexistir en
el mismo estado cuantico. Consideremos, para demostrar el corolario,
que los estados cudnticos (; y (i coinciden. Entonces, es evidente que
tendremos:

W (C1y e eCiyeons Gy ooy CN) = U (C1y ooCy ooy Gy ooy N ) (4.2)
y, ademas, aplicando el principio de indistinguibilidad para fermiones:
W (C1y e eCiy ey Choy o CN) = = (C1y oo Cy oey Gy ooy CN) - (4.3)

De las dos ecuaciones anteriores se deduce de manera inmediata que
la Unica posibilidad es que la funcién de onda de un sistema de
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particulas idénticas en la que haya dos en mismo estado se anule:
U (C1y--Ciy ooy Ciy ooy () = 0, lo que indica que se trata de un suceso con
una probabilidad nula, segin la interpretacion estadistica de la funcién
de onda.

Evidentemente, la descripcién de un microestado de un sistema de particulas
idénticas no puede incorporar ningtin dato acerca de la concreta identidad de
las mismas. Si las particulas son independientes el hamiltoniano del sistema
global sera:

H=YH, (4.4)

Los estados estacionarios (microestados) del sistema estardn entonces caracte-
rizados por los N estados estacionarios individuales:

|1/)> = ‘¢17¢27"'7¢N>7 (45)

donde |¢;) es un estado propio del hamiltoniano H; asociado al valor propio
€;. En este tipo de sistemas cada una de las conserva su un espectro, que vie-
ne determinado por la diagonalizacién de su hamiltoniano, por lo que, como
vimos en el capitulo 3, es posible describir el microestado del sistema global
especificando el nivel de energia individual en el que se encuentra cada parti-
cula del sistema. Sin embargo, en virtud del principio de indistinguibilidad de
particulas no podemos saber qué particulas concretamente estan en un deter-
minado nivel de energia, sino inicamente cuantas de las totales se encuentran
en ese nivel. Por ello, tal y como se introdujo en la seccién 3.1,, los microestados
de particulas idénticas se describen especificando los denominados numeros de
ocupacion de los niveles de energia del sistema, n;, el nimero de particulas en
el nivel i-ésimo de energia, que se introdujeron en el capitulo anterior. Como
vimos entonces, un microestado del sistema global es entonces un conjunto de
niimeros cuanticos:

{n;} & microestado del sistema (4.6)

La principal consecuencia del principio de exclusién de Pauli es que los ni-
meros de ocupaciéon maximos de los diferentes niveles de energfa son diferentes
segun se trate de bosones o de fermiones:

n; =0,1,2..., bosones

n; = 0,1 fermiones

Ejemplo 4.1

Descripciones clésica y cuantica de los estados posibles de dos particulas en un
sistema de tres niveles. Como puede verse los microestados del sistema global se
pueden describir mediante una coleccién de ntimeros de ocupacion.
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Clésica (T' = 3% = 9) Bosones (I' = 6) Fermiones (I' = 3)

1 2 3
AB - ) 1 2 3

- AB - AA

- - AB AA . 1 2 3
A B - ) A_A A A -
B A - A A A - A
A - B \ - A A

A - A

B - A A A

- A B i

- B A

Evidentemente, en funcién de los niimeros de ocupacién del sistema pode-
mos determinar completa e inequivocamente la energia, el nimero de particulas
y los valores medios de los observables del sistema, por lo que los niimeros de
ocupacion contienen toda la informacién estadistica del sistema de particulas

idénticas:
E= E ;€4

i

N = Zn,;,
A= ZmAi,

3
donde 7; es el niimero medio de ocupacién del nivel i-ésimo. Evidentemente,
el niimero de ocupaciéon de un determinado nivel de energia es una variable
aleatoria, por lo que macroscépicamente lo que observaremos serd su valor
medio o nimero medio de ocupacién, resultado de promediar sobre todos los
microestados del sistema.

Ejemplo 4.2

Numero medio de ocupacién de un sistema de dos fermiones y tres niveles de
energia

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Probabilidad

A A - 1/2
A - A 1/4
- A A 1/4

El valor medio del nimero de ocupacién de los diferentes niveles de energia es:
i =1/2+1/4=3/4
no=1/2+1/4=3/4
nz=1/4+1/4=2/4
Evidentemente >, 7; = 2.
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4.1.1. Funcién de particion de un gas ideal cuantico: ana-
lisis gran-canodnico.
La funcién de particion del gas serd, en el colectivo candnico
7 = Z 6_BEZ — Z 6_'8 ZT nrvgr’ (47)
l ni,ne...

donde, como siempre, se ha usado que un microestado de un sistema de parti-
culas idénticas se especifica proporcionando una colecciéon de niimeros de ocu-
pacion:

l={n},cr- (4.8)
En el conjunto canénico, representativo de un sistema cerrado, los niimeros de
ocupacién no pueden ser totalmente arbitrarios, sino que entre los mismos existe
una ligadura determinada por la constancia del niimero total de particulas del

sistema.:
N = Zn,« = cte. (4.9)

Luego la funcién de particion candnica sera:

Z = E g(N;ny ... ,n.)e " 2, mrer (4.10)

M1y Mp

N:ZT Ny
donde g(N;ny...,n,) representa el nimero de configuraciones de las N parti-
culas con ntmeros de ocupacién nj ..., n, y la suma tnicamente se extiende a

numeros de ocupaciéon que preserven la invariancia del niimero total de parti-
culas del sistema. Dicha ligadura dificulta mucho la suma de la serie anterior
-a menos, como se ha visto en el capitulo anterior, que haya localizacion, i.e.
discernibilidad, o estemos en el limite diluido- por lo que el colectivo canénico
no es adecuado, en general, para realizar las sumas sobre nimeros de ocupacion
propias de sistemas de particulas idénticas.

Evidentemente, el problema que acabamos de introducir no se presenta
en el marco de la colectividad gran-candnica, ya que ésta es representativa
de un sistema abierto, y no existe la ligadura N = ) n,, por lo que este
es el conjunto estadistico apropiado para trabajar con sistemas de particulas
idénticas. La gran funcién de particion del sistema de N particulas idénticas

sera:
=) e AR metAuL ne (4.11)

que puede escribirse de la forma:

E:Z —B >, nrer B>, nT*ZH —B(er— nr:
Ol | (RS 3 3 (SRS

ni,na.. niy n2

nmax

I > e (4.12)

r n,=0
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Una vez obtenida la gran-funcién de particion, es posible acceder de manera
directa a cualquier magnitud del sistema. En la siguiente seccion se trataran los
numeros de ocupacién, dejando el resto de la Termodindmica de gases ideales
cuanticos para la siguiente.

Asi, por ejemplo, podemos calcular la ecuacién de estado del sistema. La
presion estadistica estarda dada por la expresién usual de la colectividad gran-

canonica: | /0mE
n=
p=—-|—— . 4.13

La posible dependencia de la funcién de particiéon en el volumen del sistema
estd contenida en las energias individuales, ¢, por lo que:

Azl

_ Zag’" Zn’" —B >, nrer B, nr (4.14)

e—,@ Do nrErt+Bu Y, Ny } —

La suma a todos los microestados del sistema de la probabilidad de un micro-
estado dado por el nimero de ocupacién es el nimero medio de ocupacion:

=Y kLB meer kB, nr (4.15)
. E

que puede expresarse también como una derivada de la gran funcién de parti-
cién. En efecto, resulta evidente de la expresion anterior que:

N=3 (aln ) Zn fiy = — (a;r; > (4.16)

Luego, la presion estadistica podemos expresarla de la formas:

Apliquemos la expresién anterior a particulas en una caja, para los cuales los
autovalores del hamiltoniano son:

th 2 2 2
€ = T [(nm) + <ny) + (nz> ‘| . (4.18)
2m Qg Ay a;
Suponiendo, sin pérdida alguna de generalidad que se trata de una caja ctibica
(a; = a) tendremos:

w2 h? 2 2 2
T omye/s [ng +ny +n2], (4.19)
con lo cual: 5 5
A S (4.20)

ov 3V
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Por lo tanto la presion estadistica de un sistema de particulas idénticas en una
caja vendra dada por la expresién siguiente:

2 2 2 _
p = — €Ny = —— €Ny = —F. 4.21
p zr: 3V ribr 3V zr: rily 3V ( )
Esta relacion es valida con independencia de que las particulas que se consideran
sean fermiones o bosones, con la condicién de que sus niveles energéticos sean
los de una particula en una caja dados por la Ec. (4.18). En este sentido no serd
aplicable a gases poliatomicos ni, como veremos con posterioridad, a fotones.

Es de senalar que un gas ideal monoatémico clasico también verifica la
ecuacion anterior: )
-E, (4.22)
)

pV = NkgT I

{ E=3NkgT [ TPV =3
aunque, a pesar de verificar una ecuaciéon de estado similar a la de un gas ideal
cuantico, viola la 3 ley de la Termodinamica.

4.2. Estadisticas de Fermi-Dirac, Bose-Einstein
y Maxwell-Boltzmann

La obtenciéon de la funcién de particién del sistema, y consecuentemente
de la distribucion de particulas (ntumeros medios de ocupacion, etc.), depende,
obviamente, del tipo de particulas de que se trate, tal y como se deduce de
una interpretacion estricta del teorema spin-estadistica (equivalentemente del
principio de exclusién de Pauli). Mateméticamente, esto se traduce en que la
suma de la funcién de particién exige el conocimiento del ntimero méximo
de particulas por nivel de energia de particula [§ Ec. (4.12)]. Como vimos,
mientras para un sistema bosénico el nimero maximo de particulas por nivel
no tenia ningn tipo de restricciones, para un sistema de fermiones el niimero de
particulas por nivel tinicamente puede tomar los valores 0 6 1. Esto determina
la apariciéon de diferencias drasticas en las propiedades estadisticas de estos
sistemas. Introduciremos a continuacién el niimero medio de particulas por
estado de particula en sistemas de particulas idénticas, asi como su limite clasico
(estadistica de Maxwell-Boltzmann).

4.2.1. Estadistica de Fermi-Dirac

En este caso las particulas que componen el sistema (gas ideal cudntico)
son fermiones, por lo que ny,3, = 1. Particularizando para este supuesto la Ec.
(4.12), la gran funcién de particién de un gas ideal de fermiones sera:

1
==[[> e P =] (1 + e—B(Er—u)> 7 (4.23)

r k=0 r

o lo que es lo mismo, su logaritmo neperiano seréa:

mE=Y"In (1 + e_ﬁ(“_“)) . (4.24)
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A partir de esta expresiéon podemos obtener de manera directa, por aplicacién
de las relaciones convencionales, los valores medios de las diferentes magnitudes.
En particular, el nimero medio de ocupacién de los niveles de energia puede
obtenerse a partir de:

_ aln efﬁ(grfiuf)
N=3 ( o ) zzilﬂ_ﬁ(&_m - ZEB(ET g Zn,«, (4.25)

de lo cual se deduce que los niimeros de ocupacién medios para un sistema de
fermiones estan dados por la expresién:

1

= e 1 1

(4.26)
que se conoce como distribucion de Fermi-Dirac. Al potencial quimico en la
anterior expresion se le denomina nivel de Fermi y a su valor a la temperatura
T =0, epg = p(T =0), se le conoce como energia de Fermi. La expresion
anterior admite una derivacion alternativa a partir de:

B 10In= 1
Nr = B e P 41 (4.27)

La distribucién obtenida anteriormente verifica, de manera trivial, el principio
de exclusién de Pauli, pues dado que, 0 < e#(er=#) < 00, el nimero medio de
particulas por nivel esta acotado:

0<n, <1 (4.28)

Analicemos a continuacién la distribucion de Fermi-Dirac a diferentes tem-
peraturas.

i) T =0: A la temperatura del cero absoluto la distribucién de Fermi predice
dos comportamientos antagonicos:

€& > p=mn,=0
€& < p=n,=1

A T = 0 todos los niveles de energia menor que la energia de Fermi es-
tan ocupados, mientras que se encuentran desocupados los que tienen una
energia mas alta. Este hecho se debe a que, a la temperatura del cero ab-
soluto, todas las particulas tienden a ocupar niveles con la menor energia
posible. En el caso de que no lo impidiese el principio de exclusién de Pauli,
todas las particulas irian a ocupar el estado fundamental (como veremos
que sucede en el caso de que se trate de bosones). Sin embargo, en un gas
de Fermi, las particulas se ven obligadas a llenar los diferentes niveles de
energia de forma progresiva hasta que se agota su nimero. Precisamente
a partir de este hecho se puede obtener la energia de Fermi del sistema
de la manera que se verd a continuacion.
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Figura 4.2: Funcién de distribucién de Fermi-Dirac.

En un sistema macroscépico la distancia entre los diferentes niveles de
energia del sistema es extraordinariamente pequefia, por lo que es posible
(v necesario) pasar al continuo para obtener la funcién de particién y los
valores medios de las magnitudes del sistema. El ntimero de estados con
energia entre ¢ y ¢ + de viene dado por la densidad de estados,

47V 1/2
d0(e) = g(e)de = (28 +1) —- (2m?) 7" /2, (4.29)
donde el factor (25 4 1) se debe a la degeneracién (ntimero de estados de
spin por cada estado traslacional) debida al spin (necesariamente semien-
tero) de las particulas. El ntimero de particulas con energias comprendidas
entre € y € + de serd, por lo tanto:

frp(e)de = n(e)g(e)de

o 3 1/2 €
=(25+1) — (2m?) AT

1/2
de, (4.30)

donde se ha usado la distribucién de Fermi-Dirac para el nimero medio
de ocupacién de un nivel de energia €. Una vez obtenida la distribucién de
probabilidad anterior, la media de cualquier magnitud se obtiene sumando
a las particulas de energia € e integrando posteriormente a todos los valores
de energia, en la forma:

Ae) = /OOO A(e) frp(e)de. (4.31)

El nimero medio de particulas del sistema (que coincide con su ntmero
total si el sistema es cerrado) seré:

N1y =Y 7 = /0 ) g(e)de = /O " frp(e)de. (4.32)
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A la temperatura del cero absoluto (7i(¢) = 1) tenemos:

e €F 4 €r
N(T =0) = / gle)de = (25 +1) AV (2m?) 1/2/ el 2de
0 0

h3
ArV 2
= (25+1) % (2m*)"/? e (4.33)

por lo que la energia de Fermi de un gas de fermiones de N particulas

viene dada por:
h2 3N\ 3
€Ep = 2/3 (V) . (4.34)
[V2(25 + 1)] " 4m \T

Para electrones s = 1/2 y por lo tanto:

K2 (3N\*/3
=— (=) . 4,
F= 8m <7TV> (4:35)

ii) T'> 0 : Cuando pasamos de T' = 0 a temperaturas finitas, los niveles de
energia menor que la de Fermi comienzan a despoblarse en favor de los de
energia superior. Mediante estas excitaciones inicamente podran cambiar
de estado aquellos fermiones que pasen a niveles desocupados, por lo que
unicamente las particulas con energias proximas a u (dentro de una banda
kpT) pueden pasar a estados excitados mediante excitaciones térmicas.
Ademas, para cualquier temperatura T > 0 K se verifica:

ﬁr(er = /1') =3 (436)

y por tanto los niveles con energia menor que ep siempre tienen n, > %,
y los que poseen una energia superior, n, < % Ademas, es inmediato
demostrar que 7, — 1/2 cuando T — oo.

4.2.2. Estadistica de Bose-Einstein

En el presente caso las particulas que forman el gas ideal son bosones.
Los colectivos de estas particulas tienen, segiin el teorema spin-estadistica, una
funcién de onda completamente simétrica, por lo que no sufren las restricciones
del principio de exclusiéon de Pauli y por lo tanto es posible que més de una
particula ocupe el mismo estado cuantico. El nimero maximo de bosones por
estado de particula no tiene restriccién alguna: ny,4 — oo. La gran funcién de
particién de la ec. (4.12) serd por lo tanto:

ZBE = H i 6_6(67‘_M)HT. (437)
r n,.=0

La suma anterior es una serie geométrica de razén e ?E—#) por lo que serd
convergente Ginicamente si se verifica que e #»~#) es menor que 1 o, lo que es
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lo mismo, si (e, — p) > 0, Vr estado cudntico, por lo que en particular también
se verifica para el estado fundamental. Esto significa que la funcién de particién
de un gas bosénico tnicamente estd definida si el potencial quimico del gas es
menor que la energia de todos y cada uno de los estados cuanticos de particula.

En este caso:
— 1
ZBE — H <1 _ e—ﬂ(ﬁr—#)> 5 (438)

por lo que el logaritmo neperiano de la gran funciéon de particion es:
mZpp=-3. 1n<1 - e*mfﬁm). (4.39)

La obtencién de los niimeros medios ocupacionales procede ahora, al igual que
en el caso anterior de la estadistica de Fermi-Dirac, como:

e*ﬂ(&"*l")

_ 1 /0lnE
N:5<5MBE>:Z:1_6—B(ET—M):Z.36(& mEriap B

de lo cual se deduce que los niimeros de ocupacién medios para un sistema de
bosones estan dados por la expresion:

1

p e e (4.40)

Ny =
La expresién anterior se conoce como distribucion de Bose-FEinstein. Anéloga-
mente, podria obtenerse a partir de:

190In= _ 1
B e, eBler—m) —1°

Dado que la convergencia de la serie de la funcién de particién exige que
(er — p) > 0,¥r estado cudntico, la distribucién de Bose-Einstein predice que
el nimero medio de ocupacién de cualquier nivel de energia es nulo a la tem-
peratura del cero absoluto, n,, = 0, por lo que obviamente todas las particulas
han de estar en el estado fundamental a dicha temperatura, de acuerdo con lo
predicho por los resultados generales de la Mecanica Cuantica. En este caso, la
presencia simultanea de bosones idénticos en el estado fundamental no presen-
ta ningin problema desde el punto de vista mecano-cuantico, al no aplicarse
el principio de exclusién, por lo que no es de extrafiar que el niimero medio de
particulas por estado cuantico pueda ser mayor que 1, y de hecho tiende a oo
cuando €, — u.

Por lo que se refiere a la distribucién de particulas por intervalo diferencial
de energia en sistemas macroscopicos, su obtencién es completamente andloga
al caso de fermiones, naturalmente sustituyendo la distribucién de FD por la
de BE:

(4.41)

iy = —

1/2

m))"? — = _de. (4.42)

fBE(e)de = n(e)g(e)de = (2S + 1) —5- Bl—m 1
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Figura 4.3: Distribucién de Bose-Einstein.

Ejemplo 4.3

Demuéstrese que la entropia de un gas ideal cudntico estd dada por:

S=—ks Y [n:nn; & (1F7:)In(1F )],
donde el signo superior (inferior) corresponde al caso de fermiones (bosones).

Entropia de un un gas ideal cudntico.
La entropia estadistica en la colectividad gran-canénica es

S:kaZPllnPl:kBInE+%E7%N,
l

que no es sino la definicién del gran—potencia_l (T, Vv, i), como la transformada de
Legendre de la energia interna del sistema E(S,V,N) respecto a la entropia y el
numero de particulas. Usando que:

:I:Zln [1 + efﬁ(srf”)] ,
— _ 67‘
E = ZnTET = Z eﬁ(ar*li) + ]_7

T

= _ 1
N o= D =) FewIr
T

[d

In=

y teniendo en cuenta nuevamente que

1
ePler=m) — =F 1< B8(r—p)=In(1Fn,)—Inna,,
podemos reexpresar la entropia estadistica como
M _ _ _
S::I:kB;ln {1:|: &Y } +k32nT[ln(1:FnT)flnn,«].

s
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Reordenando la expresién anterior tenemos finalmente

S = +ksd In {M}—|—IcBZﬁrln(1:|:m)—k:BZmlnm

1Fn,

—kp » _ [ArInn, & (1F72,) In(1F )]

4.2.3. Estadistica de Maxwell-Boltzmann: Limite clasico
de las estadisticas cuanticas

Examinemos ahora las estadisticas cudnticas (B-E y F-D) en el limite en el
que el nimero medio de ocupacién sea mucho menor que uno (limite diluido),
lo que tiene lugar cuando e®»=#) >> 1. En particular, los niimeros medios de
ocupacién, 7, son mucho menores que la unidad tanto a bajas densidades de
particulas como a altas temperaturas. Concretamente la condicién se cumple
cuando e ## > 1 o, equivalentemente, cuando e?* < 1. Veamos cudles son la
condiciones de validez de esta aproximacion en términos de la temperatura y
el volumen del sistema.

1. Bajas densidades y temperatura constante: Supongamos que manteniendo
constante la temperatura hacemos que el niimero de particulas por unidad
de volumen sea mucho menor que el niimero de estados de energia por
unidad de volumen. Si consideramos la expresién:

N= Z B 1 u) T Z" (4.43)

es evidente que lo anterior se verifica tinicamente si cada sumando es
mucho menor que la unidad, ya que el nimero de sumandos es mucho
mayor que el nimero de particulas. Luego, e®(»=#) > 1 para todos los
estados de particula en el limite de bajas densidades.

2. Densidad fija y altas temperaturas: En este caso el niimero de suman-
dos que contribuyen al niimero medio de particulas aumenta, puesto
que al aumentar 7', también puede hacerlo €, sin que deje de verificarse
eBer=1) > 1. Por lo tanto llegamos a la misma conclusién que en el caso
anterior.

Como vemos las condiciones en las que existe un nimero de particulas por
nivel de energia mucho menor que la unidad coinciden con las de validez de
la aproximacién clésica. Efectivamente, puede demostrarse de manera sencilla
que la condicién e®Er—H) > 1 es equivalente a [ > \p, siendo [ la distancia
media entre particulas y Ap la longitud de onda térmica o de de Broglie.

En los dos limites anteriores, el nimero de particulas por estado cudntico
es mucho menor que la unidad. En dichas condiciones la unidad en los deno-
minadores de las distribuciones cudnticas puede despreciarse frente al término
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Figura 4.4: Comparacién de las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein,
para p = 0, con la de Maxwell-Boltzmann.

exponencial, por lo que podemos aproximar el nimero medio de ocupacién en
ambos casos por la expresiéon:

iy = e PEr—m), (4.44)

que constituye la denominada distribucion de Mazwell-Boltzmann. Esta apro-
ximacién se nos muestra como el limite comin de ambas estadisticas cuanticas
(FD y BE) para nimeros medios de ocupaciéon mucho més bajos que la unidad.

Es inmediato demostrar que el resultado obtenido recupera el resultado
clésico de Maxwell-Boltzmann? (de ahf su denominacién) para la funcién de

particién de un sistema de N particulas indistinguibles e independientes en el
limite diluido (Ec. 3.16)

N

=N (4.45)
En efecto, las funciones de particiéon en las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-
Einstein en la aproximaciéon de Maxwell-Boltzmann (bajas densidades de par-
ticulas por nivel energético) pueden expresarse como:

ZN

IngfP ~ gl ~ e=Bler—n) (4.46)

donde hemos usado que InZ = " In&,, y las Ecs. (4.24) y (4.39). Segtin esto, la
gran funcién de particién del sistema en la aproximacion de Maxwell-Boltzmann
es:

InZyp =y e PErmm, (4.47)

2Véase Capitulo 6.
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Usando la definicién de funcién de particién candénica de una particula, z =
>, e~ P podemos reexpresar la ecuacién anterior de la forma:

EyMB = exp [eﬁ“z] . (4.48)

Desarrollando la exponencial de la ecuacién anterior se puede obtener la ecua-
cién siguiente:

Emp = Z eBHNZ Z PN 7, (4.49)

por lo que la funcién de particién candnica coincide con la obtenida en la
aproximacién de Maxwell-Boltzmann. Cuando un gas ideal se encuentra en las
condiciones de que pueda utilizarse la aproximacién de Maxwell-Boltzmann se
dice que el gas es no degenerado, mientras que si es preciso utilizar las distri-
buciones de Fermi-Dirac o de Bose-Einstein se dice que es degenerado. Ademds
el limite definido por la estadistica de Maxwell-Boltzmann [Ec. (4.44)] se de-
nomina limite clasico, pues como hemos visto, y analizaremos en el capitulo
correspondiente con més detalle, recupera los resultados de la Mecanica Esta-
distica Clasica.

4.2.4. Método de la distribucion mas probable

Una forma alternativa de obtener las distribuciones estadisticas de sistemas
de particulas idénticas es mediante la aplicacién del método de la distribu-
cién mas probable. Para ello, maximizaremos el nimero de configuraciones que
pueden adoptar N particulas idénticas en los niveles de energia sometidos a:

1)Zni:N:cte

2) Z n.e; = E = cte (sist. aislado)

i

€ ~ gicajas / g; — 1separadores
! IN[ITTTTTTTTITT]

1. Bosones: Podemos permutar las particulas y las separaciones de la caja
de cualquier modo, pues no existe limitacién por el principio de exclusion
de Pauli. Asi pues, el niimero de configuraciones en las que n; particulas
se pueden distribuir en los diferentes estados de particula del nivel i-ésimo
es

(ni +g; —1)!
w; = ————————
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de modo que el total de las N =), n; en todos los estados de particula
pueden colocarse de

W= [T =TT S5 2

formas diferentes, lo que implica que la entropia del sistema (en unidades
de k) es

S=mW=> [n(ni+g —1)—lnn!—In(g —1)!] ~

=~ Z [(ni +gi)In(n; +g;) —nilnn; — g;Ingi,

(3

donde, como de costumbre, hemos usado la aproximacién de Stirling. Pa-
ra obtener la distribucién de equilibrio o més probable (entropia méxima)
tenemos que maximizar W o, equivalentemente, S sometida a las restric-
ciones ) . n; = Ny >, ne; = E. Aplicando el teorema de multiplicadores
indeterminados de Lagrange,

oL =90

S+ aZni + 527%611 =0, (4.50)
oS
a—nk—&-a—l—b’ek:0<:>ln(nk+gk)+,7(—lnnk—X—f—oz—i—ﬁek:O.

’ (4.51)
Asi pues,
ng

gk
e Ber — 17

In {w} = —a — Bex, (4.52)

recuperando la distribucién de Bose-Einstein.

. Fermiones: La limitacién del principio de exclusion de Pauli en este caso

nos conduce a que el nimero de configuraciones por nivel de energia es

gi!
Ws 4.54
ol (g — )l (4.54)

W= ][] w (4.55)
= S:Z[lngi! —Inn;! —In(g; —ny)!], (4.56)
de tal modo que recuperamos la distribucién de Fermi-dirac:

9k
= 4.57
ng G*Oéfﬁfk + 17 ( )



4.3 Propiedades termodinamicas de los gases ideales 130

donde, como antes,
1

=—— 4.58
T kT (4.58)
1
=—. 4.59
e (1.59)
3. Particulas clasicas: En este caso tenemos particulas distinguibles por
lo que:
w = Ji :»W:N'Hw:zwng?i (4.60)
Lo AL Ll '

y por tanto

S’:NlnN—i—Z[nilngi—nilnni], (4.61)
i

ng = gre® P, (4.62)

lo que nos conduce a la distribucién de Maxwell-Boltzmann.

4.3. Propiedades termodinamicas de los gases
ideales

Las propiedades termodindmicas de sistemas de particulas no interaccionan-
tes (bosones o fermiones) degenerados pueden evaluarse calculando la funcién
de particiéon correspondiente:

In==+ Zln [1 + 676(%7#)} ( j g]]:i)) > (4.63)

donde la suma se extiende a todos los estados cuanticos de particula.? Eviden-
temente, la suma en la Ec. (4.63) presenta un elevado nivel de complejidad en la
mayoria de los casos de interés. En lo que sigue serd ttil realizar, nuevamente,
el denominado paso al continuo. En sistemas con dimensiones macroscépicas,
el espectro de particulas puede considerarse continuo, pues, como hemos visto
anteriormente (ver Tratamiento cudntico del movimiento de traslacién), la se-
paracién entre niveles de energia consecutivos tiende a cero ain para nimeros
cuanticos elevados. En este caso, es posible recuperar las sumas por integrales
en el espacio de las k’'s (p’s) (espacio fasico):

Z%%/dkz%/dp. (4.64)

Anélogamente, podemos sustituir la suma sobre niveles de energia por integra-
les en todo el rango posible de energias (equiv. de frecuencias):

ZT:*/Owg(E)def/owg(w)dw- (4.65)

3Notemos que el término correspondiente a e, = 0 diverge cuando pu — 0.
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Es importante entender la presencia en las integrales anteriores de la densidad
de estados del sistema, g(¢), necesaria para construir el ntimero de estados en
el intervalo (e, € + de):*
dT'(e) = g(e)de. (4.66)
En el nuevo formalismo continuo las magnitudes relevantes (valores medios)
se obtienen de la forma:

A=(4)=) n A, » A= /0 b gle)ni(e) A(e)de. (4.67)

En particular, el niimero medio de particulas en el sistema y su energia interna
se expresan como:

N = Zﬁ,. — N = /000 g(e)n(e)de,

E = ZﬁTET — E= / g(e)ni(e)ede. (4.68)
- 0
De las ecuaciones anteriores se deduce que la funcién

fle) =n(e)g(e), (4.69)

es la densidad de particulas con energias comprendidas entre ¢ y ¢ + de, y
actia como una auténtica funciéon de densidad de probabilidad en el espacio
de energias [ver Ec. (4.67)]. Teniendo en cuenta lo anterior, para un gas ideal
degenerado en el limite termodindmico se puede escribir la gran-funcién de
particion (4.63) de la forma:

+ FD ) , (4.70)

= = ~ 76(6711’)
In= /0 deg(e)In[l L e ] ( . BE

aunque como se vera posteriormente, sera necesario individualizar la contribu-
cién del estado fundamental para obtener las propiedades del gas de bsosones
en el limite 7" — 0. El calculo de la funcién anterior exige el conocimiento de la
densidad de estados del sistema, que condiciona toda la termodindamica del sis-
tema. En esta seccién trataremos gases ideales de materia (dtomos, electrones,
..) a baja temperatura, y también gases ideales de particulas y cuasiparticulas
asociadas a campos. Ello nos obligard a considerar densidades de estado para
sistemas mecanicos diferentes.

(a) Particulas no relativistas en una caja: La relacién de dispersion es, en

este caso, € = p?/2m, por lo que la densidad de estados de particula en una
caja cubica 3D de lado a sera:

4 or\* v 1%
N(k) = g7/ (a> =52k = G @mE)? = T(E),

dr(E ATV
g(E) = % = g(E) = gs?(ng)l/zElﬂ, (4.71)
9s = (25 + ].)

4Zr(est) R D i(nive) i — Jo7 g(e)de. En este sentido g(e) es una generalizacién de g;

(degeneracién del nivel) para el caso continuo.



4.3 Propiedades termodinamicas de los gases ideales 132

(b) Particulas ultrarelativistas en una caja: En este caso la relacién de
dispersiéon es E = pc = hkc. En este caso, con un procedimiento estricta-
mente analogo al anterior, obtendriamos:

vV (E\’ 14
NE)=—|—] = 9(B)=—==E" 4.72

(E) 672 (hc) 9(E) 2m2h3c3 (472)
Naturalmente, en el caso de tener grados de libertad adicionales han de incluirse
en el computo de estados. Asi en el caso particular del gas de fotones, las
particulas tienen dos polarizaciones posibles (ondas transversales, compatibles
con las ecuaciones de Maxwell), por lo que la densidad de estados foténica sera:

|4 sV
2m2h3c3 T m2h3c3

g(E) =2 x B2 (4.73)
Trataremos en primer lugar gases no relativistas (electrones y bosones a bajas
temperaturas) para terminar con los gases de fotones y fonones, intrinsecamente
ultrarelativistas.

En el caso de un gas no relativista, la combinacién de las Ecs. (4.70) y (4.71)
nos conduce a:

— 47TV ° —fBe + FD
ln::i?(zmk?’)l/QgSA el/Zln(lﬂ:)\e B )dé ( — BE ) (4-74)

A = e = fugacidad

El célculo de la funcién de particién anterior progresa desarrollando en serie de
Taylor el logaritmo en el integrando, aunque en el caso de un gas de bosones,
la contribucién del estado fundamental (estado de momento cero, € = 0) debe
ser individualizada para tener en cuenta que ésta puede ser tan grande como
todo el resto de la suma.® Asi, para bosones:

ATV o0
InZEpg =—gsIn(l—A) — %(27713)1/298/ e/?In(1 — Xe P%)de, (4.75)
0
mientras que para fermiones:
4 o0
InEpp = %(2m3)1/2gs/ /2 In(1 + Ae P de. (4.76)
0

Como se mencion6 anteriormente, desarrollando los logaritmos en los integran-
dos de las Ecs. (4.75) y (4.76) podemos obtener las funciones de particién para
gases de Bose y Fermi, respectivamente. Usando (z = ¢~7¢) y que

In(1— \z) = — i )" (4.77)

5Construido a partir de la Ec. (4.63) haciendo €, = 0. Diverge si A — 1. Fijémonos que en
(4.74) la contribucién a la funcién de particién del estado de momento nulo (e = 0) se anula.
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podemos obtener:

AV 2mA)H? AT [

= — _ 1/2 —nx
InEpp =—gsIn(1—X\) + e 753/2 Js 2 ; /e d,
—_ 47TV (2m3)1/2 - (_1)n+1)\n > 1/2 —nx
InEpp = ERETE gs > - /0 x /e " dx. (4.78)

1/2

Utilizando ahora el cambio de variable p = 2"/~ es inmediato obtener:

/ x1/2efmdx:2/ p2e P dp = i (4.79)
0 0

T 9p3/2’

con lo que, la Ec. (4.78) nos lleva a:

InZpg = —gsIn(l — \) + Vg <

mkpT\>? S An
a2 ) 2wl

_ mkpT\*? S, A
InEpp =V ( g > gs Y _(-1) 7 (4.80)
n=1

Introduciendo la funcién polilogaritmo:
Lix(\) = i A (4.81)
n=1 nk ’

con la zeta de Riemann

— 1
Lip(1) =Y — =(¢(k 4.82
ix (1) ;nk S(k), (4.82)
como caso particular, y
fe(N) = —Lip(=A) = i(—l)”“ a (4.83)
n=1 nk,

podemos expresar las funciones de particién en (4.80) de la forma:

_ mkpT\>? .
InEpp = —gsIn(1 = A) + g,V (27_[_22) Lis/2(A),
_ mkpT\>?
InZpp = gsV ( 27;;2 ) fs/2(A). (4.84)

Analizaremos ahora en detalle toda la informacién termodindmica contenida
en estas expresiones.
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4.3.1. Gas ideal de bosones

Consideremos un gas ideal de N bosones de masa m encerrados en una
caja de volumen V. La funcién de particién InZgg en la Ec. (4.84) nos da
el acceso a las propiedades termodindmicas de este sistema. Comenzaremos
analizando el nimero medio de particulas del sistema. Aplicando las relaciones
convencionales:

<N>:N:kBT <8lnEBE> :kBT (81nEBE> @
B,V B,V

o oA au
o\ O0lnZgg
{8M v } ( oA )B,V
= N A gy (mheT Y\ Mizj2() (4.85)
TIT N TI onn2 - '

Utilizando las derivadas de las funciones g (A),

dLi An—1
lk = )\an anl

Z A lle 1), (4.86)

>/M—‘

la Ec. (4.85) se expresa de la forma:

— gsA mkpT
N = —
1—X ( 2mh?

3/2
) Lig/a()). (4.87)

Como hemos visto anteriomente, en la ecuacién anterior el primer sumando del
miembro de la derecha corresponde al niimero medio de bosones en el estado
fundamental (estado de momento nulo, €, = 0):

9 _ g™ giX
eBr—1 1—ebr  1-)

y el segundo (que en este caso es finito) al nimero de particulas en estados

excitados. Asi, la Ec. (4.87) toma la forma:
N - no +
VoV gSA

My = = T, (4.88)

5 Liz 2 (M), (4.89)
donde hemos definido la longitud de onda térmica:

2 1/2
Ap = 2wh 7
kaT

que coincide, salvo un factor constante, con la longitud de onda de de Broglie.®
A altas temperaturas ng — 0, y la ocupacién del estado fundamental comienza

6Tengamos en cuenta que la longitud de onda térmica de de Broglie es:

_ 3 h2k2 h 2 h2 \/ﬁ o
F=—-kpT=——= )\ = = i _ = 7)\; —~1
2B 2m B = BmksT V3 \ 2rmksT 37 Vs
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cuando el potencial quimico del sistema p — 0, siempre que el nimero de par-
ticulas en estados excitados esté acotado. Recordemos que el potencial quimico
de un gas de bosones debe ser menor que la energia de cualquier estado del
sistema:

—o< <0 & 0<2<1 (4.90)
La temperatura a la cual el potencial quimico del sistema se anula, y por

tanto comienza la ocupacién del estado fundamental del sistema se denomina
temperatura de Bose (T5) y verifica

[L(TB) =0 = ﬁo(TB) =0. (491)

En estas condiciones, el nimero de particulas en estados excitados es maximo e
igual al nimero total de particulas del sistema. Utilizando la Ec. (4.89) podemos
obtener la temperatura de Bose aplicando la condicién anterior (T' = T =
A=1):

mkpTs\*'? . . N 9wh? N \*?
gs <27Tﬁ2) L13/2(1) = v = TIp = % ) (4.92)

mks \ 2,6169,

donde hemos usado que Liz/p(1) = ¢(3/2) = 2,616. Si la temperatura de un
gas de bosones disminuye por debajo de Ts los bosones comienzan a ocupar
el estado de energia mas baja (¢ = 0). Una vez alcanzado el maximo valor de
A (Amaz =1 & p=0), si contintia disminuyendo la temperatura, prosigue la
ocupacion del estado de momento nulo, dando lugar al fenémeno denominado
condensacién de Bose-Einstein, que consiste en que una fraccién finita del ni-
mero de bosones se “condensa” en dicho estado. Aunque no es una transicién de
fase en sentido habitual,” si tiene una fenomenologia similar. A T < Tg, la Ec.
(4.87) permite calcular el nimero medio de bosones en el estado fundamental
en funcién de la temperatura. Evidentemente, como ya dijimos, para T < Tp,
A = Anaz = 1, por lo que la Ec. (4.87) en este régimen conduce a:®

no _ N k) =Y mhksT\** N 1
v v P\ o2 v P o2 V g (2keTa) 2
Gs 2mh2

(4.93)
Luego, el nimero medio de bosones en el estado fundamental a T' < T muestra
una dependencia de la temperatura de la forma:

_ N N T 3/2 _ T 3/2
o _N_ N/ PIL N P i (4.94)
Vv Vv V \Tg N Tr

Es interesante notar que, dada la constancia y el orden de magnitud del factor que relaciona
la longitud de onda térmica de de Broglie y la longitud de onda térmica, el argumento de
validez de la descripcion clasica de un sistema fisico permanece practicamente inalterado
"Realmente se trata de una condensacién en el espacio de momento, no en el espacio real
de posicién.
8Evidentemente, de la Ec. (22) tenemos: 20 = ¥ _ gséLig/g(A) ={=1} =N

14 Vv Vv
££-£(3/2) Por lo tanto, dado que fig > 0, debemos tener: %_ > ££(3/2) relacién donde la
T A7
igualdad define la temperatura de Bose y que corresponde a n—vo =0.
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TB T

Figura 4.5: Condensacién de Bose-Einstein.

Como ya hemos dicho, aunque en cierto sentido este proceso recuerda a la
condensacién de un vapor en fase liquida, lo cierto es que estos dos procesos son
conceptualmente muy diferentes. Mientras en la condensacién liquido-vapor las
particulas se agrupan en regiones concretas en el espacio de posiciones debido
a la actuacién de fuerzas entre ellas, en la condensacién de Bose-Einstein, la
agrupacién tiene lugar en el espacio de momentos (p = 0) fundamentalmente
debido al solapamiento de las funciones de onda (degeneracion) lo que excluye,
ademds, que este fenémeno tenga lugar en un gas ideal cldsico (no degenerado).
Recordemos una vez mas que este fenémeno tinicamente tiene lugar si el niimero
de particulas en estados excitados estd acotado.

Propiedades termodinamicas del gas de bosones a T' < T

1. Energia interna: utilizando las relaciones termodindmicas convencionales
y la funcién de particién gran-canénica de la Ec. (4.63), tenemos:

— 8IHEBE €r
E=- = Ny€p =
(P52), = Eme =% gt

T T
€r

{p=0 (I'<TB)} :ZW’ (4.95)

donde hemos usado que para T' < T el potencial quimico del gas es
nulo. Teniendo en cuenta que la energia del estado fundamental es nula
(eg = 0), podemos escribir:”

_ € )

Usando las reglas generales de paso al continuo para sistemas macroscé-
picos (sistemas en el limite termodindmico) es posible escribir la ecuacién

9Es interesante mencionar que calculamos la energia interna a partir de la funcién de
particién puesto que: T < T = A = Apae = 1; InEpg = —gsIn(1 — ) + ... — diverge.
Hemos de calcular directamente los valores medios.



137 Gases ideales cuanticos

anterior de la forma:

> € 47V oo ¢3/2
E = de = — 3231/2/ de. 4.97
| st = Taaem®y 2 [ e o)

Teniendo en cuenta que:

23/2

4 o0
C(5/2) = ﬁ/o dr 213,

obtenemos:

332V
13

Recuperando la definicién de temperatura de Bose, 15, la energia interna

del sistema se expresa como

_ 3 TN\?¢(5/2) _ 7 \%?
E = SNksT <TB) G = 0,770NkgT (TB> . (4.99)

y laa capacidad calorifica a volumen constante del gas de bosones es

= 3/2 3/2
Cy = <aE> 15 < T ) ¢(5/2) 1.095Nkp (TT> .

E =y, (2m3)Y2¢(5/2)67%% T < Tp (4.98)

ar), 4 Tp €(3/2) B
(4.100)
2. Gran-potencial y ecuaciéon de estado térmica: En general, tenemos:
pV =kgThnZ = —-U(T,V, ), (4.101)
por lo que para un gas ideal no relativista,
BpV = i22¥(2m)3/2gs /00 €'/?In [1 + e_’g(e_“)} de, (4.102)
0

donde el signo + corresponde a fermiones y — a bosones. Integrando por
partes la ecuacién anterior (u = In[l £ e~ P(=M] dv = €'/2de), tenemos:

S 0 3/2
ppV = i@@m)wzgsgﬂ { [63/2 In [1 + e*ﬁ(““)“ + / Ede}
3 0 0

h3 65(5_#) +1
4 32 2 e /2

Evidentemente, usando la ecuacién de la energia media:
_ 2V 3/2 < e
E= t—s (2m)>/ =g, . Pem L1

vemos que, en general, para un gas ideal no relativista se verifica la ecua-
cién de Bernouilli:'®

3/2
de, (4.104)

—Y(T,V,p) =pV = gE (4.105)

10Notemos que la validez de este resultado depende tnicamente de que la densidad de
estados sea la de una particula no relativista. Esto extiende la validez de la Ec. (4.105) para
el caso de un gas ideal clésico.
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Como se menciona en la seccié anterior, esta ecuacién es valida para
cualquier gas ideal no relativista. Para el caso particular de un gas de
bosones a temperaturas inferiores a T, combinando (4.99) y (4.105), se
obtiene:

3/2
BV = 0,513NkpT <) . (4.106)
s

3. Entropia: Obviamente, la entropia del gas de bosones es:

a

5= "ar

o T3/, (4.107)

Propiedades termodinamicas del gas de Bose a T' > Tp

Consideremos ahora el intervalo de temperatura inmediatamente por enci-
ma de la temperatura de Bose, regién en la que (T'—T5)/Ts < 1, Ny =0y
Blul < 1. En este caso no es posible expandir en serie la integral correspon-
diente al nimero medio de particulas del sistema,

1/2
N = AVT®? / dn,
e"TRET — 1
0
m 3/2
A = 2mgs (hg) )
T-T,
p < 0 en Bl<«. (4.108)
T
Sin embargo, si es posible hacer:
_ —z—B|plp1/2
N = AVT®? 79601
1 — e—2—Blul
0
00 o0
= AVTS/QZQ_BMM/e_kle/le‘
k=1 )
—Bk|pl
3 2\F
AVTS/ Z 7 L(3/2)- (4.109)

Esta suma puede calcularse usando la conocida férmula de Euler-McLaurin,

oo

/ fla) de - OO +Z s (10 - @)
(4.110)

n=a
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cona =0yb— oo, y By los nimeros de Bernouilli. Esta ecuacién permite
expresar la serie en la Ec. (4.109) como (y = 8|ul),

> o= Bk|u| X 1 — e ky
Z L3/2 ¢(3/2) - Z 372
k=1 k=1
f1—eh 1 1[/3 3
- = et —e vy~ (2 —y _ 2| _
¢(3/2) / 37 dk 2(1 e™Y) 4[(24—3/)6 2]
1

Al orden mas bajo en y, la suma anterior puede aproximarse como:

v~ eV | (3)_ [1=e
N o= avrY <(2> / ik
1

- N ,

/2 VT | (3 _ 1—e? 1—e”

AVT 5 C(2> VY a7 dz —\/y /2 dz| ,
L 0 0

(4.112)

donde hemos hecho el cambio de variable z = ky. Las integrales anteriores
pueden calcularse de modo sencillo y toman los valores:'!

y
1—e"7
/ B —2vy,
0
(o)

1 _ —Z
/Zgi/idz = 2. (4.114)

0

Consecuentemente, el niimero medio de bosones toma el valor

N:AVT“D’/Qg {g <g) —2y/mBlul +OBlul)| - (4.115)

HTos calculos proceden de la forma:

0 0
y
[ee] —az oo
dl(a) - 4 flze ™ dz = /z71/2efazdz

da do 23/2

0 0
_ L/x—l/Qe—deZ F(1/2)7
Vo NG
0
d@ _ T j@) = avFa= i) =1=2v7 (4.113)

da «
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Esto nos conduce finalmente a una expresién para el potencial quimico en la
region de estudio (inmediaciones de la temperatura de Bose) de la forma:

- () (a116)

Por otro lado, la energia interna del gas de bosones a T' > Ty estd dada, en
general, por la Ec. (4.104), de modo que (para T > Tp) podemos escribir

p~ —0,54T

kaT
2mh?

3 3 3/2

De este modo, la capacidad calorifica a T > Ty es

_d(E)
¢= ar
3kp (mkpT 3/2 5 3 . X dL15/2(/\)
—ytB ~73/21, 7o R (411
V= (27rh2> 2 ts/2(N) + T —0x (4.118)
Teniendo en cuenta que
dLiz(\) 1.
d';( ) _ Lk A, (4.119)
tenemos
2
3 (mkeT\*"* 0[5, . 3 [Lis2(\)]
= 2 T3/2 ¢ =1, A N 4.12
C=Vkeg ( 27rh2) 5 lis2(A) = 3 Lij 5(\) (4.120)

Para comprobar si la capacidad calorifica muestra alguna discontinuidad en la
temperatura de Bose, se calcula la diferencia entre las capacidades calorificas
al>TgyT <Tp

0.
Ts -

(4.121)
Por lo tanto la capacidad calorifica no muestra discontinuidad a la temperatura
de Bose, y uno estamos por tanto ante una transicion de fase de segundo orden.

3/2Lo A
3<T) iyp (AN Tdr 3 T d)

lim (Cy — C_) = Nkp=- “22 L SNk 2
A, (Cr ) B3 Liso() AdT — 27 "BXNdT

4.3.2. Gas ideal de fermiones: gas de electrones de con-
duccién de un metal

Para el caso de un gas de fermiones, un tratamiento similar al que hemos
realizado en el caso del gas de bosones se vuelve muy complejo debido a la
forma particular de las funciones fx()). Por ello, lo usual es presentar un tra-
tamiento de este sistema en el caso particular de temperatura nula (7' = 0),
en el cual es posible hacer un tratamiento analitico de la termodindmica del
sistema y es frecuentemente suficiente en la mayoria de los casos practicos, y
tratar posteriormente, de manera heuristica las temperaturas finitas.
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T, A
Distribucién de Fermi-Dirac
jOrdenacién de momento!
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Figura 4.6: Distribucién de Fermi-Dirac.

4.3.3. Gas de electrones a7 =0

A T =0, el nimero medio de fermiones por estado cuantico verifica:

1 e <ep=p(T=0)
iy = { 0 e (4.122)

En el limite continuo, la funcién de distribucién del nimero de particulas veri-
fica, consiguientemente:

frol(e) ={ 8(6) €§e;t‘; (4.123)

La condicién de normalizaciéon de la funcién de distribucién anterior permite
calcular la energia de Fermi del sistema, ep:

v- [ " fede,

B3

En lo que sigue trataremos el gas de fermiones analizando uno de sus casos
particulares paradigmaticos: el gas de electrones de conduccién en un metal.
Drude fue el primero en notar que dicho sistema podia tratarse como un gas
ideal (apantallamiento), aunque fueron Sommerfeld y Bethe quienes propor-
cionaron el tratamiento definitivo de las propiedades térmicas de los electrones
de conduccién en los metales al suponer que estos forman, a densidades su-
ficientemente elevadas, un gas ideal de fermiones. Aunque en principio esto
pueda parecer un contrasentido debido a la carga de los electrones, lo cierto es
que a altas densidades electrénicas, la energia de interaccién entre los mismos
es normalmente muy poco significativa. La razén es que, a altas densidades,
el principio de exclusiéon provoca que el primer estado desocupado tenga una
energia muy elevada:

_ €F 4 €R
N = / g(e)de = g5 TV (o3y1/2 / /2 de. (4.124)
0 0

ex > kpT, (4.125)
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Figura 4.7: Gas de electrones de conduccién en un metal.

por lo que las excitaciones a los estados vacantes (las que producen las fluctua-
ciones asociadas con las propiedades termodindmicas a temperaturas finitas)
deben involucrar energias muy superiores a la energia térmica, siendo en este
régimen muy escasamente significativas las interacciones entre electrones. Por
tanto, las interacciones no pueden modificar el estado mecanico de una frac-
cién significativa de los electrones ya que sélo pueden modificar su estado de
movimiento aquellos que estan en una banda de anchura kg7 por debajo de la
energia de Fermi.

En el caso de un gas de electrones g; = (2s + 1) = 2, con lo cual la Ec.
(4.124) conduce a :

4 2 R2a? (3N\*/®
N = =5 (2m 3)1/'23 S o ep= o (W) . (4.126)

La energia anterior marca el limite de ocupacién de niveles de energia a T =
0 K. A partir de la magnitud anterior es inmediato obtener el resto de las
magnitudes de Fermi:

1. Momento de Fermi: p%/2m = ep.
2. Temperatura de Fermi: kgTr = €p.
3. Vector de onda de Fermi: hkr = pg .

_ kg

er = (4.127)

om

Ejemplo 4.4

Energia y temperatura de Fermi del cobre. La densidad numérica de
4tomos en el cobre es p = 9 g/cm?, tiene 1 electrén de valencia y una masa molar de
M = 63,5 g/mol:

N 9 23 at®®
X2 6022x10
V 63,5 x

1 = 8,54 x 10%e™ /m®.
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Sustituyendo la densidad de los electrones de conduccién del cobre obtenida an-
teriormente en la Ec. (4.126),

er=1,16-10"%J =7,2¢V,

o lo que es lo mismo, dividiendo por la constante de Boltzmann (kg = R/Na =
8,31/6,022-10%* = 1,38 - 107*® J/K), tenemos:

Ty = ep/kp = 84,000 K,

lo que confirma la hip4tesis anterior acerca de la idealidad del gas de electrones de
conduccién en un metal.

Por otra parte, la energia media del gas de electrones a T=0 (Ej) se escribe
en el limite continuo como

Bo= [ gttt = [ e

8nV 281V
5 h3

€R
= —(2m3)1/2/0 2 de = - (2m3)1/252 (4.128)

B3
Usando la definicién de temperatura de Fermi, podemos escribir para la energia
interna del gas de electrones en el cero absoluto:

EO = gNEF = gNkBTF- (4129)

Propiedades del gas de electrones a temperatura finita.

Como hemos mencionado anteriormente, cuando aportamos una energia
kpT al gas de electrones, unicamente los electrones que ocupan estados en
una banda de anchura kg7 en torno a la energia de Fermi pueden excitarse y
contribuir a las fluctuaciones que dan lugar a las propiedades termodinamicas
del sistema.

En las condiciones anteriores, la energia interna del sistema sera:

E(T) = Eo + 6NkgT, (4.130)
donde 0N es el nimero de electrones en la banda de anchura kg7 en torno a
la energia de Fermi:12-13
87V 3T
SN = glep)kpT = - (2m®) /26 2y T = SN —, (4.131)
h3 2 TIr

126N = g(ep)kpT con lo cual: E(t) = Eg+ g(ep) (kpT)?. Sin embargo, en general: E(t) =

Eo +g(er) (kpT)? (1= 75 )-
13Podemos llegar al mismo resultado de una manera atin més elegante si hacemos: SN =
f:lf_kBTg(e)de =TI'(ep) —T'(ep — kpT) donde I'(e)/g(e) = I'/(e€). Luego, desarrollando en

torno a kT = 0, tenemos: 0N = I'(ep) — I'(ep) + kpTaller) 4 O(kgT)? = g(erp)kpT +

de
O(k%T?) c.q.d.
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Figura 4.8: Gas de electrones a temperatura finita.

donde se ha usado nuevamente la definicién de temperatura de Fermi [Ec.
(4.127)]. Luego, al orden méas bajo de aproximacién, la energia media del sis-
tema a temperatura finita serd

_ _ 3 T?

A partir de la ecuacién anterior es inmediato obtener la capacidad calorifica
del gas de electrones:

OE _ T
—(£) ~3Nkg—. 4.1
Cy (8T>v BNkp (4.133)

C, = 0 (T — 0) (32 ley) C, < 3Nkp expresién que permite entender por
qué la contribucién de los electrones de conduccién de un metal a la capaci-
dad calorifica del mismo es despreciable a temperaturas ordinarias frente a la
contribucion de la red.

Como puede verse en las Ecs. (4.132) y (4.133), la energia interna y la
capacidad calorifica encajan en expresiones de la forma:

_ _ T2
Er =FEr+ T

Cy =T, (4.134)

donde v se denomina parametro de Griineisen. El célculo exacto de este para-
metro -obviamente el de las Ecs. (4.132) y (4.133) es tinicamente aproximado-
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exige el estudio de las propiedades termodindmicas a temperatura finita

- g(e)

N = / eBle—n) ¢ 1d6’
0
T egle)

= €g(e

E= / e (4.135)
0

Para ello resulta imprescindible la denominada expansiéon de Sommerfeld (para
més informacién ver el apéndice D.4 )

* _ H() g
[meﬁ(g_u)+1d5 = / H(e da—|—<ﬂ) H' (1)
7607* (1

S0 ﬁ> H" (1) + ... (4.136)

Usando esta relacion, la integral que expresa el nimero medio de particulas en
el sistema se puede expandir como:

n
2
- T
N = /g(e)de + F(kBT)2g/(u) +...
0
87V w2 (kgT\’
~ (2 m)® 2% |1+ 5 (u) : (4.137)
lo que permite despejar el potencial quimico del sistema
kgT
~ 1—-— 4.1
’ eF[ 12(F) (1138)
Por otro lado, la energia interna del sistema admite una expansién
n
_ A7V A7V 3
E= %(2771)3/2/ S2de + (k;BT)2 (1) 23 (2m)*/2 5% + . (4.139)

0

Sustituyendo la expresién obtenida anteriormente para el potencial quimico y
desarrollando es inmediato obtener, al orden mas bajo en kgT'/ep,

_ 3 572 (kgT\> 157% (kgT\’ kpT\"
E = =N 1—=-— ——
5 EF[ 212(6F> +46<6F R
3 5 o (ksT\>
Asi pues,
T
OV ~ 7NkB (4141)
Tp'
Finalmente, las expresiones del gran potencial ¥(T,V,u) = —kpTInZpp y

de la ecuacion de estado térmica, se obtienen de forma directa a partir de
pV =2E/3y ¢ =—
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Magnetismo del gas de electrones

La materia y los electrones se acoplan a un campo magnético a través de
dos mecanismos principales: i) el acoplamiento minimo p — p — eA(r)/c. y
ii) a través del spin de los electrones gupoB = —chSB/mc (acoplamiento
Zeeman). El primer mecanismo es responsable del diamagnetismo, mientras que
el segundo lo es del paramagnetismo, bien de momentos magnéticos localizados
(ver capitulo 3) o de electrones libres (paramagnetismo de Pauli), bien del
gas de electrones libres (diamagnetismo de Landau). Nos ocuparemos en esta
seccion del caso de electrones libres.

Paramagnetismo de Pauli

Consideremos un gas de electrones libres cuyo hamiltoniano es
H= Zspcp(, e = ansr, (4.142)

donde la suma se extiende a todos los posibles momentos y orientaciones del
spin, y €, = p?/2m. En presencia de un campo magnético que supondremos, sn
pérdida de generalidad, en la direccion OZ, B = Bk, se produce una diferencia
en la energia de las dos orientaciones del spin de los electrones, de modo que
el nuevo hamiltoniano del sistema es

H=> (ep+puB)c'py epy + Y (ep— uB)clpyepy, (4.143)
P

siendo el momento magnético del gas de electrones

c'pyepy] . (4.144)

= *Q,UBZ c'pr epr —

Figura 4.9: A9 Espectro de energia del gas de electrones libres y en presencia
de un campo magnético. b) Movimiento electrénico en el seno de un campo
magnético.
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La magnetizacién media del gas de electrones es (u.), y por tanto

M = —gup Z c'py epy ) — (c'pyepy)] = —gps Y (Ary — ry)
—9E2 [ de[f(e + upB)g(= + nsB)) — f(c — nB))g(c — upB)).
0
(4.145)

Naturalmente, en la mayoria de los casos practicos de interés, ugB < g, por
lo que podemos desarrollar las funciones anteriores en serie de Taylor y obtener,
a primer orden,

M = guyB / deg(e) f'(er) = gupBy(er), (4.146)
0

donde se ha usado que, a baja temperatura, f'(¢) = (¢ — er). Finalmente, la
susceptibilidad magnética de Pauli es 2gu%g(r), una contribucién constante
positiva a baja T.

Diamagnetismo de Landau

En presencia del campo magnético B = Bk, el hamiltoniano de un gas de
electrones es

Ho= Y (b eA)’

2 S\ 2 2
L (xi— p) n gm} (4.147)

2m

donde se ha usado que A = Bzj y el gauge de Landau [p, A] = 0, asi como
la frecuencia de Larmor, w;, = eB/mc’ y no se ha considerado la presencia del
spin. Asi pues, en el seno del campo magnético el movimiento de los electrones
se produce a lo largo de lineas helicoidales con ejes paralelos al campo B. El
movimiento puede verse como la composicién de un movimiento no acotado
de particula libre (no cuantizado) en la direccién OZ, y un oscilador arménico
unidimensional acotado (cuantizado) en la direccién OX. Por otro lado, como
puede verse en la ecuacion anterior, el hamiltoniano no depende de la coorde-
nada y, por lo que tendremos degeneracién en los niveles de energia, que estan
definidos por los denominados niveles de Landau

%

1 h2k2
Enkz< >th+ n=20,1,2,... (4.148)
’ 2m

La degeneraciéon de los niveles de Landau puede calcularse de las manera si-
guiente. Por cada estado de traslacién son posibles todos los estados asociados
al movimiento arménico en la direccién OX siempre que el centro del oscilador
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se encuentre dentro de la caja de lado L, lo que implica que p,/mwy < L.
Ademas, para el computo de estos estados hemos de tener en cuenta que exis-
ten condiciones de contorno que determinan que la funcién de onda electrénica
debe anularse en los extremos de la caja en todas las direcciones del espacio, lo
que implica que

2

Uly) = bly + Ly) © py = by = 2oy, (4.149)
Yy

con n, un nimero natural. Asi pues, la combinacién de ambas condiciones nos
lleva a un nimero de estados permitidos por nivel de Landau, n,,

2 mwr, Ly L,

<L,en, < , 4.150
mwr Ly My = My = 27h ( )
lo que conduce a
dp, eBL,L
dl'(E) = L,—=——V"% 4.151
(E) h  2rwhe ( )

Asi pues, el gran potencial se escribird en este caso como:

U=—kgThE=—gkpT» In [1 n e—ﬁ(er—u)]

kgTV eB >
- —%%/dpz > I [1 +eﬂ(2m+h‘%("+l/2)”)} . (4.152)
n=0

Aplicando la serie de McLaurin a la funcién

G(z) = /dy In (1 + eﬂ(“‘—fﬁ) : (4.153)

tenemos

m H 2
U= I;]ighgv {/ dyg(y) — % {;;g(y)]“}, (4.154)

oo
lo que conduce a:

h%e?B? 9?2

V=P~ S gy

Uo(T, ). (4.155)

de modo que

ov e2n? 0%,

M=-—=— _B— —
OB  12m2c¢2 ou?’

(4.156)

y consecuentemente

oM 6h2 82\1/0 1 2 82\110
andau — = GGG S - 4.1
XLand OB  12m2c? ou? 3HB op? (4.157)
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Teniendo en cuenta que en ausencia de campo magnético

Uo(T', ) = —gskBTZIn [1 + 6_6(6"_“)} (9s = 2),

M __2Zu

8 lI’() 8nr
=2 — =2 4.158
or Lo, gler) (4.158)
Consecuentemente
1
XLandau = _§XPauli, (4159)
y por tanto, para el gas de electrones'*
2
Xtot = XLandau + XPauli = gXPaulL (4160)

4.3.4. Gas ideal relativista: gas de fotones

En esta seccién, al igual que en la siguiente, trataremos gases ideales cuanti-
cos de particulas o cuasiparticulas asociadas a campos. Concretamente, analiza-
remos el gas de fotones, que es el modelo cuantico del campo electromagnético.
Desde el punto de vista clasico el campo electromagnético no es méas que una
superposicién de ondas planas transversales:

E(r,t) = Ege!kr—t), (4.161)

kE, = 0.

Por otro lado, cuanticamente, el campo electromagnético es un sistema que
se modela como un gas de fotones (m = 0,s = 1). Las propiedades de este gas
pueden deducirse de las propiedades de las ondas electromagnéticas clasicas:

i) La indistinguibilidad de las ondas planas conlleva que los fotones sean par-
ticulas idénticas,diferenciandose tinicamente por el estado cudntico en el
que se encuentran (polarizacién y momento). En lo que respecta al momen-
to de los fotones, logicamente, se aplica la relacién de de Broglie: p = hk.
Ademas, debido a la transversalidad de las ondas electromagnéticas, a cada
estado de traslacién (k) le corresponden dos fotones [ver Ec. (4.73)].

ii) La velocidad de propagacién de las ondas electromagéticas es la de la luz
en el vacio (v = ¢), por lo que los fotones han de poseer una masa nula
(m = 0), como se deduce de :

m02

1=/

14Si se tiene en cuenta la presencia de la red, el electrén debe considerarse que presenta
una masa efectiva m* # m. No obstante es frecuente la aproximaciéon % ~ 1.

m* T

E =myc® = (4.162)
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iii)

iv)

L7

o

Figura 4.10: Cavidad de volumen V' a la temperatura T' (hohlraum).

m — 0 para que E finita cuando v — ¢. Usando la relacién entre la masa
y el cuadrimomento:

P, P! = m?c? o E?=m?c' +p’c? = E, = pc, (4.163)
por lo que los fotones son particulas ultrarelativistas con masas 0.

Las amplitudes de la ondas electromagnéticas son totalmente arbitrarias,
de lo que se deduce que el nimero de fotones que pueden existir en un
mismo estado es ilimitado. Los fotones son, pues, bosones. De hecho los
fotones tienen s = 1.

De acuerdo con el principio de superposicién, dos ondas EM actiian aditi-
vamente en una determinada region del espacio, por lo que se deduce que
los fotones son particulas independientes.

Las ondas electromagnéticas son constantemente emitidas y absorbidas por
la materia, por lo que el nimero de fotones en un sistema no es constante,
incluso cuando el sistema es cerrado (campo en una cavidad). Cuando las
variables del sistema son la temperatura y el volumen, la condicién de
equilibrio termodindmico es:

dF = —SdT — pdV + udN =0,

T,V ctes= dF = udN =0 _
{ AN £ 0 }:M—O (4.164)
Asi pues, El potencial quimico de un gas de fotones debe ser nulo para
que sea posible el equilibrio termodinamico del sistema. Luego, el niime-
ro medio de fotones por estado cudntico de energia vendrd dado por la
distribucién de Bose-Einstein con p = 0:

1 _ 1

Ny
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Figura 4.11: Distribucién espectral de Planck.

Para un sistema macroscopico, la funcién de distribucién de fotones, f(e),

i.e. la densidad de fotones con energfas en (¢, € + de), es
F(e)de = gfen(e)de = v = (4.160)
€)de = g(e)n(e)de = 55 ———de. .
g m2h3c3 efe — 1
Cada particula en el intervalo (e, e + de) porta una energia €, por lo que la

densidad de energia transportada por fotones con energia entre € y € + de sera:
v €
(4.167)

U(E)d€ = f(€)€d€ = Wﬁ
15

En el espacio de frecuencias (€ = fuw) tenemos:
Vh 3
s (4.168)

3
23 eBhw 17

B Vh w _
t(w)dw = 03 St 1dw & u(w)

Veamos algunos casos limite, especialmente interesantes:

V_ .2 (4.169)

(a) w — 0: En este limite recuperamos la ley de Rayleigh-Jeans
w = 0: u(w) =~ Bt w

(b) w — oo : Este limite (Ec. 4.168) conduce a la denominada ley de Wien

Vh
w36—5hw

w — 00: u(w)mﬂ%g

15Para cambiar a cualquier otra variable es necesario transformar la expresién completa,

n(e)de.
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(¢) Ley de desplazamiento de Wien, que ser recupera facilmente de Ec. 4.168

du(w) Vh 3w?(efw —1) — Bhuwdelhe’
do  n2c3 (ePhw —1)2 =0 & {z=pFhw}

2,85kp

<:>(3_x)em:3:>wmaw: n

(4.170)

La ley de Planck permiti6 unificar todos los resultados conocidos en la época
acerca de la radiacién del cuerpo negro, y constituy6 uno de los grandes logros
de la temprana Fisica Estadistica, ademas de inaugurar la propia Mecanica
Cuéntica.

Aun es posible derivar la distribucion espectral de energia de otra manera
alternativa. En efecto, consideremos la energia interna del gas de fotones:

_ o B (o) V o0 63
E:/O g(e)n(e)ede:/o fle)ede = g M 1d6. (4.171)

Si introducimos la densidad de energfa entre € y €+ de , u(€), podemos escribir:

8E = /000 a(e)de, (4.172)

y comparando ambas ecuaciones tenemos:

1% €3 Vh  w?

recuperando la distribucion espectral de la energia correspondiente a la ley de
Planck (Fig. 4.11).

Propiedades termodinamicas del gas de fotones
Utilizando la funcién de particién para un sistema macroscépico de bosones

con p=0 (A=1):16

In== —/ g(e)In(1 — eiﬁe)de,
0

y sustituyendo la densidad de estados de fotén [Ec. (4.73)], obtenemos:

Vv

InZ =———+—
m2h3c3

/ (1 —e 7)de. (4.174)
0

Integrando por partes la ecuacién anterior [u = In(1 — e 5¢),v = €3/3], se

obtiene: ( )3
_ V > (Be
In== 3m2h3c3 33 /0 ohe — 1d(ﬁe). (4.175)

(1]

16Veremos posteriormente que N — 0 cuando T' — 0, por lo que no es necesario individua-
lizar la contribucién del estado fundamental.
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Usando la definicién de la funcién zeta de Riemann, vemos que (z = fe):

o0 $3
d = 4 = —
/0 s =W =15

4

con lo cual la gran-funcién de particién del gas de fotones serd:*?

Va? 1 (T, V)

(1]

In

A partir de la ecuacion anterior es inmediato obtener la termodindmica del gas
de fotones (i.e., del campo electromagnético)

i) Energia interna: Como de costumbre

_ dlnE Vr2ks
B=_ = Brd — ot 4.1
( ap )V 156308 ot (4.177)

recuperando la ley de Stephan-Boltzmann.

ii) Ecuacién de estado térmica:

av Sgy VS

= —a=—= 4.1
45¢3h3 g3 3V (4.178)

o (OmE 2 1B B
p=FKkpB 5 3

Esta misma ecuacién'® puede obtenerse en general para un gas ideal re-
lativista de forma andloga a la que se obtuvo la Ec. (4.105), usando la
densidad de estados de la Ec. (4.73).

iii) Entropia del gas de fotones:

_  (E) (N) Vrlky, s Vrlky, s
S=kplns4+ L N e gy = LT ld:
pInE+ 5 —p = {n =0} = =y 15303
4
S = §V0'T3. (4.179)

iv) Ntmero medio de fotones: Dado que p = 0 no podemos utilizar las rela-
ciones convencionales de la Mecénica Estadistica y hemos de integrar de
manera directa la funcién de distribucion de particulas:

N = Zn = /0 f(w)dw = /O g(w)ii(w)dw = {z = Bhw}

v i/“d i 2404V 1
TReBE ), Y1 128 B

(4.180)

Como vemos el nimero medio de fotones no es una variable independiente,
sino que depende de las condiciones exteriores de volumen y temperatura.
Ademés, cuando T — 0, N — 0, por lo que el sistema no experimenta
condensacién de Bose-Einstein.

17gl =0 (gas de fotones).

18Notemos la diferencia con la ecuacién de Bernouilli para particulas no relativistas [Ec.
(4.105)]: pV = 2E
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v) Fluctuaciones en el ntumero de fotones: En general, en el colectivo gran-

canoénico:
— 2
AN n
— | = =kpTk
( N ) N B T,
1 /oV
kr = —— [ 2=
g Vv <8p)T’
N
= —. 4.181
n=1 (4181)
Evidentemente:
61 _1_ @ _1 8(E/V) — E_W2k4BT4 =0
o)y \oV ), 3\ oV ), |V 1538 B
AN

El resultado anterior es perfectamente légico debido a que, cuando = 0, no
tiene coste alguno (energético) la destruccién o creacién de un fotén, credndose
y destruyéndose estos de manera continua en el interior del sistema, lo que
favorece fluctuaciones enormes en su nimero medio.

Conviene resaltar que, como yas sabemos de teoria de campos, el gas de
fotones puede tratarse también como un conjunto de osciladores armoénicos. En
efecto, segtn la electrodindamica cuantica el campo electromagnético no es sino
un conjunto de infinitos osciladores arménicos cada uno de ellos correspondiente
a una frecuencia posible de la radiacién.!? Segtin el formalismo de la segunda
cuantizacion el hamiltoniano del sistema puede escribirse en términos de los
modos normales como:

P 1
H = E_% (a;rai + 2> h&)i,
1

Un estado del campo puede escribirse como |njns...ng...) donde n; representa
el nimero de fotones con frecuencia w; y energia Aw;. Despreciando la energia
del punto cero podemos escribir la energia de una configuracién como:

E(n;) = Znhw (4.184)

Dado que en caso del gas de fotones el nimero total de particulas no es cons-
tante, podemos calcular la funcién de particién canénica del sistema (donde Z
coincide con Z para p = 0):

7 = Z e—BE(M:) _ Z e B niBhwi _ H
{ni} {n:} i

19Notemos que la presencia de la cavidad de volumen V -responsable de la emisién y
absorcién de radiacién electromagnética asociada a su temperatura 7- impone una restriccion
a los vectores de onda de las ondas que pueden existir en el interior de la misma.

oo
—pBn;hw;
€ R
0

n;=
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—— Debye
—-=-=- Einstein
A Cu (6p=315K)

Figura 4.12: Capacidad calorifica del Cu a bajas temperaturas (datos obtenidos
de Stevens & Boerio-Goates (2004)).

con lo cual tenemos:

mZ=-Y In(1-e?)={u=0}=hE, (4.185)
7

recuperando por lo tanto la expresion de la funcién de particion de un gas de
bosones para un sistema de osciladores con p = 0.

4.4. Propiedades térmicas de los s6lidos a baja
temperatura: gas de fonones

En primera aproximaciéon puede verse el sélido como un conjunto ordenado
de dtomos, cada uno de ellos fijo en los nodos de una red que oscila en torno a su
posicion de equilibrio sometido a un potencial arménico. Los primeros intentos
de calcular las propiedades termodindamicas del sistema fueron clasicos y, por
tanto, incapaces de reproducir la capacidad calorifica de los sélidos en la zona
de bajas temperaturas. Einstein y Debye demostraron que es necesario tratar
el sélido cudnticamente para obtener correctamente su capacidad calorifica.
Trataremos en primer lugar el s6lido como un conjunto de osciladores tanto en
el modelo de Debye como en el modelo de Einstein, para finalmente demostrar
la equivalencia de este enfoque con la del gas de fonones (bosones con = 0).

4.4.1. Teoria del sélido de Einstein

Einstein propuso la primera formulacién tedrica que permitié obtener un
comportamiento cualitativamente correcto de la capacidad calorifica del séli-
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Cristal ctibico simple

- 3N osciladores 1D
- N osciladores 3D

Modelo estructural del sélido

Figura 4.13: Modelo de Einstein del sélido.

dos a bajas temperaturas, suponiendo que el solido esta compuesto osciladores
armoénicos localizados en los nodos de red (a modo semejante al propuesto por
Drude en 1900) y por tanto distinguibles, aunque independientes. El hamilto-
niano de un oscilador arménico cudntico con una energia propia Hy es

N 1 A1

H = Hy+ (aTa+§> fiw = Eg + <N+§> hw, (4.186)
y su espectro de energia esta dado por,

1
€n = (n + 5) hw, n=0,1,2.. (4.187)

donde se ha hecho Ey = 0 sin pérdida de generalidad. Por tanto, la funcién de
particién del sistema total del modelo de Einstein sers:2°

3N
> hw
7 = 3N = [Z e—ff("ﬂ)ﬁw] =1InZ=-3NIn {2 sinh (%ﬂ . (4.188)
n=0

Luego, la energia interna del sistema podemos obtenerla de la manera usual:

_ olnZz hw 1 Bhw

By=EFE=— (222 N ©  ocosn (2
AN N —
= 3N% coth (@) ) (4.189)

con lo cual, la capacidad calorifica del sistema de osciladores es:

_0(E) _0(E)oB _ 1 OE _
V=Tor = o oT ~ kpTZop P

5%)2 1
2 sinh? (B%)
(4.190)

20Observemos que obtendriamos el mismo resultado suponiendo que el sélido est4 compues-
to de N osciladores tridimensionales independientes: €ng,ny,n, = (ne +ny+n.+ %)hw =

— —B(nz+ny+nz+35)h
Z_zz:()zz:ozz:oe B(na+ny+nz+35)hw
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Definiendo la denominada temperatura de Einstein, 0 = Z—g, la ecuacién an-
terior puede expresarse de la forma:

(&2)% ¢0=/T
Cv =3Nkp—L-——. (4.191)
(e =1)
Casos limite
(a) T —0:
0.\ 2
Cy =2 3Nkp (;) e 98/T 50 (32 Ley)

Como vemos, Cy — 0 exponencialmente cuando 7" — 0, no recuperandose
la ley T° experimentalmente detectable.

(b) T'— oo:
Cy 2 3Nkp =3nR (Dulong-Petit)

recuperandose el resultado correspondiente a N osciladores tridimensiona-
les clasicos.

4.4.2. Teoria del s6lido de Debye

Al igual que Einstein, Debye supone también que el sélido estd compuesto
por N osciladores arménicos tridimensionales (3N unidimensionales), aunque
incorpora al modelo la existencia de acoplamiento entre los mismos. El hamil-
toniano del sistema toma ahora la forma:

) 3N p2 3N
H(gV,pY) =22+ Aijaig;. (4.192)
,J

2m
i=1

La informacién sobre las interacciones entre particulas estd contenida en la
matriz real y simétrica A;;. Como es bien sabido, hamiltoniano de la forma
(4.192) puede diagonalizarse siempre. Haciendo una transformacién canénica a
las coordenadas normales del sistemas:

(gispi) — (Qi, P;) 3N i=1..3N (4.193)

el hamiltoniano del sistema se expresa de la forma:

. 3N p2 1
a(QY,PN) = Z (2m + 2mw§Q$> , (4.194)
=1

donde w; es la frecuencia propia del modo i—ésimo. Este hamiltoniano repre-
senta un conjunto de 3N osciladores independientes, relacionado con los auto-
valores de la matriz de modos colectivos del sistema que permiten describir las
propiedades térmicas de los sélidos. Cuantizando el hamiltoniano anterior de
la manera usual tenemos:

. .1 . .
H= Z <Ni + 2) hwi; Ny =ala; Niln;)=n;|n;), (4.195)

i=1
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de tal manera que podemos interpretar el conjunto de osciladores acoplados
que forman el sélido en términos de unas cuasiparticulas independientes de-
nominadas fonones correspondientes a excitaciones de los modos colectivos del
sistema que corresponden a estados de energia €; = hw; definidos por los 3N
modos normales del sistema.?! A bajas temperaturas el ntimero de fonones es
pequeno y el gas de fonones puede considerarse ideal. Evidentemente, en este
sistema la funcién de particién canodnica del sistema toma la forma:

3N oo

2T, vy = Y e nlnti)er, (4.196)

=1 ’I’Li:O

La teoria de Debye ignora la estructura discreta del cristal y lo considera como
un medio isétropo y continuo?? y, por tanto, con una relacién de dispersién
a baja frecuencia w = k¢, donde ¢ representa en este caso la velocidad de
propagacion del sonido. De esta relacién de dispersién es inmediato obtener del

modo usual la densidad de estados de fonén:23

—L 14 3 |4 2

3 _ _
En general, existen dos modos transversales y uno longitudinal en el sélido

tridimensional, por lo que:

g(w) = v (23 - 13) w?, (4.198)

¢, q

donde ¢; es la velocidad de propagacion de los modos transversales y ¢; la de
los modos longitudinales. Como vemos, y a diferencia del sistema de fotones,
en este caso tenemos un nimero méaximo de modos normales (i.e., estados de
fonén):

Nypaz = 3N. (4.199)

Combinando este resultado con la expresion usual:

o B vV 72 1 9
3N = /Ag(w)dw = /A 5.3 (cf + cf’) wdw, (4.200)

nos lleva a la conclusién de que la regién de integracién (A) debe estar acotada,
y por lo tanto es necesario que exista un cut-off de frecuencia que se denomina

21Como vemos, la idea de describir un sistema de muchos cuerpos en términos de un gas
de excitaciones de sus modos colectivos (particulas o cuasiparticulas) permite desacoplar
sistemas de muchos grados de libertad acoplados, lo que la convierte en una de las mas
fértiles de la Fisica actual.

22La longitud de onda de las excitaciones de baja frecuencia en un gas ideal de cuasiparti-
culas (T — 0) es mayor que la distancia interatémica en la red.

23Esta es la densidad de modos normales, que no coinciden con los fonones, sino que son
estados de fonén. Estas cuasiparticulas son ondas sonoras que corresponden a las excitaciones
de los modos normales de la red, y estdn siendo continuamente emitidas y absorbidas por
esta, de la misma manera que los fotones del campo EM en una cavidad lo son por la materia
que compone la cavidad. Sin embargo, a diferencia de estos ttlimos, los fonones no pueden
existir con independencia de la red cristalina, razén por la cual se denominan cuasiparticulas.
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frecuencia de Debye, y que marca el limite superior de frecuencia de los modos.
Esta frecuencia puede calcularse utilizando la Ec. (4.200):

wo o9 1 18N72 /2 1\ '
N = (L2 ) Wi 3 _ I
3 /0 272 (cg’ +0l3>w D 14 (Cg +0l3>

(4.201)
Finalmente, la energia media del sistema podemos calcularla a partir de la
funcién de particiéon (4.196):

3N
Z= H ﬁhw = InZ=-) In(l—e ). (4.202)
e k2

i=1

Como vemos, la expresion anterior es idéntica a la correspondiente a un gas de
bosones con p = 0, lo que refleja el hecho de que el niimero de fonones en el
solido no es constante atin sin intercambio con el exterior. Luego, teniendo en
cuenta, como de costumbre, que para un sistema macroscépico

3N wb
Zl—> /O g(w)dw, (4.203)

se obtiene
WD
InZ = —/ g(w)In (1 — e ") dw
0
vV [2 1 “roy —Bhw
=-53 (C? + c?) /0 w*1In (1 —e ) dw, (4.204)

con lo cual:

. 9mZ VR (2 1\ [P WP
E=""35 _27T2<3+3)/0 o — = & = Phw}

;oG

Vh (2 1 1 [Phen g3
== (5+3 —4/ S (4.205)
2m2 \ct ) (Br)* Jo er —1

En el limite T — 0, el limite superior de la integral en la ecuacién anterior

diverge, con lo cual:
1 < 23 Vrlky [ 2 1
dr = B (S 4 = )T (4.206
)(65)/ er — 177 T30m8 <c§+c?) » (4:206)
—_———

6¢(4)=m1/15

]
I
¥l
:Eo‘ =t
VR
w‘ Do
Nw‘ —

expresion equivalente a la ley de Stephan-Boltzmann. Usando la expresién de
la frecuencia de Debye en la Ec. (4.201) obtenemos, para la energia interna del
solido de Debye:
_ 18Nk} 3 T4
E= 7BT4 SN7Tkp—
3073w 5 TPgas

donde se ha introducido la temperatura de Debye:

(4.207)

kplp = hwp.
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Finalmente, la capacidad calorifica del sélido a baja temperatura es:

oFE 2., T3 3
Cv—(aT)v— 5N7T kB@% X T s (4.208)
obteniéndose el comportamiento experimentalmente correcto de esta magnitud.
Cuando T' — oo, recuperamos Dulong-Petit a partir de la Ec. (4.205) - como
puede verse en la Fig. (4.11).

Como hemos mencionado, las propiedades térmicas del sélido a baja tem-
peratura pueden analizarse mediante la aplicacién de la estadistica de Bose-
Einstein al gas ideal de fonones, cuantos del campo de ondas sonoras de un
cuerpo macroscépico que aparecen de manera totalmente analoga a los fotones
en la cuantizaciéon del campo electromagnético. De la misma manera que en el
caso de los fotones en una cavidad, también los fonones son constantemente
emitidos y absorbidos por la red, por lo que en este caso también se verifica que
w1 = 0. Utilizando la funcién de particiéon de un sistema de bosones con p = 0:

InZ=mE= 7/ g(w)In (1 — e*ﬁh“’) dw, (4.209)
0

podemos recuperar las teorias de Einstein y Debye expuestas anteriormente sin
maés que hacer:

(a) Modelo de Einstein: En este caso hay un tinico modo excitado; por lo que:

g(w) =3Nd(w — wop) (4.210)
(b) Debye: la densidad de estados es:

[ 9Nw?/wi,, w<wp
g(w)= { 0. W > wp (4.211)

Finalmente, la Ec. (4.208) permite hacer una comparacién de la capacidad
calorifica de los electrones y la red del metal, en el que C, = AT + AT3, donde
A= %NkB yy= %ZNkBﬁ, siendo z la valencia nominal. Ademas,

Cg 5 03
= . 4.212
Cred = 242 T2T (4.212)
Asi, la temperatura a la que ambas contribuciones se igualan sera:
20 1/2
To/ Cirl=Cg = Ty =0,145 <TD) p (4.213)
F

Ejemplo 4.5

Para el Cu metdlico tenemos:
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0p = 315K

Tr = 84.058 K

er =1,16-107"%J

Luego, la contribucién electrénica es mayor que la de la red a temperaturas infe-
riores a Tp ~ 2,8 K.

4.5. Ejercicios relacionados

Ejercicio 4.1:

Calculese la entropia de un gas de bosones y apliquense las relaciones ter-
modindmicas para demostrar que en la Ec. (4.53), 8 = I‘IB% ya=
Ejercicio 4.2:

Demuéstrese la relacién de la Ec. (4.136).

Ejercicio 4.3:

Escribase la funcién de particiéon canénica de un sistema formado por dos
particulas cada una de las cuales presenta un espectro de tres niveles de energias
0, £ y 2¢, en el caso de que sean: i) particulas clasicas localizadas, ii) particulas
clasicas no localizadas, iii) bosones, iv) fermiones.

Ejercicio 4.4:

Obténganse las fluctuaciones del nimero medio de particulas por estado

cudntico para un sistema ideal de particulas idénticas, y demuéstrese que

K
kT "

_ \2 _ _
sp, = (g —n;)" =n; (1F ny),
donde el signo superior (inferior) corresponde al caso de un gas de fermiones
(bosones). ;Qué sucede en el limite cldsico?

Ejercicio 4.5:

i) Demuéstrese la Ec. (4.116) y verifiquese que en la temperatura de con-
densacién tanto el potencial quimico como su primera derivada varian de
manera continua.

ii) Pruébese que en T = Tpg

60\/ 3/2 1 yi .733/261 N

—— = AVT ——dr = — —kp. 4.214

( oT >TB 4 B MB/ (ew _ 1)2d$ 3766TBkB ( )
0

;De qué orden seria segtin esto la transicion de fase que denominamos
condensacién de Bose-Einstein?

Ejercicio 4.6:

Gas de Bose en un campo externo: Usando que la energia de las particulas
de un gas de Bose sometido a la accién de un campo externo V(z) es:

e=5-+V(2), (4.215)
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a) Obténgase la densidad de estados de particula en una caja de volumen

V.
b) Obténgase un expresion para la capacidad calorifica del sistema a V' = cte.

¢) Calcilese la temperatura de condensacion y el salto en la capacidad ca-
lorifica del sistema en T' = T cuando: a)V (z) = az, b) V(z) = az?

Ejercicio 4.7:
Obténganse las propiedades termodindmicas de:

a) Electrones ultrarrelativistas en una caja.
b) Electrones no relativistas en un potencial arménico.

Ejercicio 4.8:

Pruébese la Ec. (4.155).
Ejercicio 4.9:

Considérese un gas ideal de bosones no relativista. Analicese si tiene lugar
el fenémeno de la condensaciéon de Bose-Einstein en una caja de una o dos
dimensiones.

Ejercicio 4.10:

En el laboratorio la condensacién de Bose-Einstein de un sistema diluido
de d4tomos de masa m se consigue confinandolos en una trampa magnética que
da lugar a un potencial arménico para cada particula de la forma:

2 2 2
—(pm Py erz) + m (wizz + w§y2 + wsz) )

H =
2m 2

donde wy, wy, w, representan las frecuencias de la trampa en las diferentes
direcciones del espacio.

a) Si el sistema tiene una energia muy superior a la de los intervalos entre
diferentes estados de energfa (lo que sucede trivialmente para sistemas
de dimensiones macroscépicas), podemos considerar que el espectro de
estados de energia forma un continuo con una densidad de estados g(¢).
Encuéntrese una expresion para la densidad de estados del sistema del
ejercicio, tanto en el limite cldsico como de manera estrictamente cuan-
tica.

b) Suponiendo que tenemos un total de N dtomos en la trampa magnética,
calciilese una expresién para la fugacidad de los bosones, y utilicese el
resultado anterior para calcular la temperatura de Bose (Tg) del sistema.
Interprétese fisicamente el resultado.

¢) Calculese la fraccién de bosones en el condensado a T' < T y la energia
interna del sistema a T = Tg.

d) Obténgase la temperatura de condensacién en un experimento en el cual
se usan N = 107 4tomos de Rb§? confinados en trampa de frecuencias

i (We,wy,wz) = (250,670, 7) Hertz.
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Ejercicio 4.11:
Dada la densidad numérica n y la energia de Fermi de un gas ideal de
electrones a T'= 0 K, Er, demuéstrese que su compresibilidad isoterma a esta

temperatura es:
3

- QTLEF

kT

Ejercicio 4.12:

Consideremos un gas ideal cuantico tridimensional formado por N electro-
nes ultrarrelativistas en un recinto de volumen V' de dimensiones macroscépi-
cas.

a) Calctlese la densidad de estados del sistema y represéntese el resultado.
b) Obténgase la expresién de la energia de Fermi del sistema.

¢) Obténgase la energia interna del gas a temperatura nula como funcién
del niimero medio de particulas.

d) Analicese la dependencia en la densidad de particulas de la presién del
gas a T = 0. jEs una dependencia mas fuerte o mas débil que en el gas
no-relativista?

e) Considérese que el gas anterior representa los electrones en el interior de
una enana blanca compuesta de particulas aj (nticleos de Hej completa-
mente ionizados) y electrones. Exprésese la energfa cinética en términos
de la masa total de la estrella M y de su radio R. Teniendo en cuenta
que la autoenergia potencial gravitatoria de una estrella de radio R y
densidad uniforme es E, = —3GM?/R, donde G es la constante gravi-
tacional, jqué podemos decir de la estabilidad mecénica de la estrella en
este modelo?

Ejercicio 4.13:

Calcilese la dependencia con la temperatura del potencial quimico de un
gas de electrones, de su energia interna, presién y capacidad calorifica.
Ejercicio 4.14:

Supéngase que el universo es una cavidad de radio 10%° m y paredes impe-
netrables. Suponiendo que la temperatura en el interior de la cavidad es de 3
K, estimese el nimero total de fotones en el universo y el contenido energético
de estos.

Ejercicio 4.15:

Recupérese la ley de Dulong y Petit a partir de la expresion de la energia
del modelo de Debye.
Ejercicio 4.16:

A bajas temperaturas, la densidad de modos normales de las vibraciones
cuantizadas de la magnetizacién (ondas de espin o magnones) en un cristal
ferromagnético sigue una ley de la forma g(w) = Ay/w. Calctilese la contribucién
de las ondas de espin a la capacidad calorifica del sistema.

Ejercicio 4.17:

Estudiense las oscilaciones de la susceptibilidad magnética de un gas de

electrones con el campo magnético (efecto de Haas-van Alphen)
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Capitulo 5

Gas de Maxwell-Boltzmann

Introduciremos en este capitulo el tratamiento de sistemas formados por
particulas independientes y no localizadas en el limite diluido, i.e., en condi-
ciones de temperatura y densidad tales que puede describirse su estado me-
canico clasicamente despreciando los efectos cuanticos derivados del principio
de incertidumbre y de la indistinguibilidad de las particulas. Esto es lo que se
denomina gas de Maxwell-Boltzmann. Comenzaremos por el tratamiento de la
termodindmica del gas ideal monoatémico (i.e., sin grados de libertad internos)
en las diferentes colectividades, para tratar posteriormente sistemas de gases
poliatémicos como ejemplo de aplicacion de aproximaciéon adiabatica.

5.1. Gas ideal monoatémico en el limite clasico

En el capitulo anterior vimos que en el limite diluido (n, < 1) recupera-
mos e nimero medio de particulas por estado cudntico estd gobernado por la
estadistica de Maxwell-Boltzmann

i, = e Aler=m), (5.1)

Las condiciones de validez de esta distribucion de niimeros medios de ocupacion
(i.e., alta temperatura y/o baja densidad) son equivalentes a la condiciones de
validez de la descripcién clasica de los microestados del sistema fisico, por lo
que

r — (r,p),

& — H(r,p),
N
1 dridpi
=1

y, consecuentemente, las sumas sobre estados

XT: o /deg(E); /d’;g”. (5.3)

165
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Analizaremos en las secciones siguientes las propiedades termodindmicas del gas
ideal de Maxwell-Boltzmann (gas ideal clasico) en las diferentes colectividades.

5.1.1. Tratamiento microcanénico

Consideremos un gas ideal monoatémico constituido por N particulas inde-
pendientes y por lo tanto puntuales (caso de tener un volumen finito deberian
preservarlo interaccionando con las demés particulas del sistema) aisladas en
un volumen V. Supongamos que cada particula tiene una masa m y que la
energia total del sistema es FE, constante por tratarse de un sistema aislado.
Como se trata de particulas no interaccionantes el potencial de interaccion es
nulo (V' = 0) y, por lo tanto, el hamiltoniano del sistema contiene Gnicamente
términos cinéticos

N
Higp)= 5> vt (5.9
i=1

Nuevamente se usard la notaciéon abreviada (qi...qn;pi-..pn) = (¢, pY) =
(¢,p). Ademds, como se trata de un sistema con ligaduras holénomas tnica-
mente, el hamiltoniano coincide con la energia total del sistema y por lo tanto

E = H(q,p) szpl (5.5)

La obtencién de la entropia del sistema -y por lo tanto de toda la Termodina-
mica del mismo- depende de la obtencién del volumen fésico o de la densidad
de estados y de la subsiguiente aplicacién del principio de Boltzmann. Como
sabemos, el volumen fésico I'(E, V, N) es el niimero de microestados de un sis-
tema de volumen V' y niimero de particulas N, con energia menor o igual que
un determinado valor E.

I'(E,V,N) :/---/H<E dr, (5.6)

donde, como de costumbre, el volumen fasico elemental cuantizado es

1
dl’ = hg—Ndpl...dedrl ..dry. (5.7)

Evidentemente, la integral en las coordenadas de posicion da lugar a un término
V¥ por lo quet

P(E.V,N) = yon / / ey N (5.8)

Por su parte, para un gas ideal la integral en el espacio de momentos es igual
al volumen de una hiperesfera de radio v2m£FE en el espacio 3/N-dimensional

1Fjjémonos que estamos omitiendo aqui el término N! correspondiente al nimero de mi-
croestados idénticos derivados de permutaciones de particulas indiscernibles, y lo hacemos
por razones pedagogicas que se comprenderan més adelante en este capitulo.
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de momentos.? Asf en el espacio de las fases: El volumen de una hiperesfera en
f dimensiones viene dado por (véase la seccién D.3 del apéndice matematico):
f/2
7r
Vi(R) = ——RP. (5.9)
=G

Por lo tanto,

71/2
“ e = m _ m f/2 .
/ /OSHSE dp;...dpy = Vi (V2mE) (f/2)!(2 E)//2, (5.10)

obteniendo, por lo tanto, que el volumen fésico de un gas ideal es (f = 3N)

a3N/2 N

EPIE (2mE)*N/? . (5.11)

IE,V,N) =
Esta expresién contiene toda la informacion estadistica microcandnica del sis-
tema. A partir de la misma podemos obtener la expresiéon de la entropia -y,
consecuentemente, toda la informacion termodindmica del sistema a través de
la ecuacion fundamental de dicha representacién- aplicando el principio de Bol-
tzmann. Previamente obtendremos la densidad de estados, g(E):

OI'(E,V,N)
OF V.N
i VN 1

NEETA

g(E7V,N)—[

3N
2 -1

E (5.12)

Como podemos comprobar en las expresiones anteriores, tanto el volumen fasico
como la densidad de estados de particulas encerradas en una caja (gas ideal),
son funciones extremadamente crecientes de la energia, en consonancia con lo
utilizado en el tema anterior. Esta es, como sabemos, una caracteristica general
de los denominados sistemas normales.

A partir de la Ec. (5.11) podemos obtener la entropfa microcanénica de un
gas ideal aplicando el principio de Boltzmann

S(E,V,N)=kzInT(E,V,N) =k + g InE, (5.13)

donde k es una constante independiente de la energia del sistema. Es interesante
darse cuenta que podriamos recuperar la igualdad anterior usando la densidad
de estados en lugar del volumen fésico del sistema. 3 Asi:

S(B,V,N) = kp ng(E, V,N) = 6(V, N) + (3’? - 1) .y

N
:¢(V,N)—|—37kBlnE. (5.14)

2Como se trata de particulas puntuales inicamente posee tres grados de libertad cada una
de ellas, los correspondientes a la traslaciéon del centro de masas.

3En un sistema termodindmico (N — oo, V — oo y V/N finito) siempre es posible hacer la
aproximacién anterior y, por lo tanto, InT'(E,V, N) ~ InQ(E, V, N). Luego, se puede obtener
la entropia estadistica indistintamente a partir de la densidad de estados o del volumen fésico
del sistema.
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Como sabemos, a partir de la Ec. (5.14) para la entropia del sistema podemos
obtener toda la Termodindmica del gas ideal. Comenzaremos obteniendo la
propia expresion de la entropia en funcién de sus variables extensivas naturales
(ecuacién fundamental en representacién entropia). A partir de las Ecs. (5.12)
y (A.31) se obtiene, trivialmente:

S(E,V,N)=kp {3N1n77— ﬂlnﬂ + 3N +NInhV + 3N1n(2mE)] )
2 2 2 2 2
(5.15)
donde se ha utilizado una vez més la conocida relacién de Stirling In N! ~
NlIn N — N, valida para valores muy grandes de /N. Introduciendo la constante
o =3/2[ln(2mwkp) + 1] la ecuacién anterior puede reexpresarse de la formas:

3 2F

A partir de esta ecuacién podemos obtener toda la informacién termodinamica
del sistema, aplicando las relaciones de la Termodindmica convencional:

1. Temperatura microcanénica: En la representacién entropia la temperatu-
ra microcanénica 1/T* = (0S/0F),, 5 por lo que, usando las relaciones
anteriores se obtiene:

1 OlmT(E,V,N 3N
B* = = n ( ! ! ) = jpg—t (517)
kpT™ oF vN 2E
que podemos reexpresar de la forma:
3N

relaciéon que expresa el hecho de que a cada particula le corresponde una
energia promedio de 3/2kpT™, i.e., 1/2kpT™* por cada grado de libertad.
Este enunciado constituye lo que se denomina teorema de equiparticion
de la energia , que serd objeto de una demostracion mucho mas detallada
posteriormente.

2. Ecuacion térmica de estado: Como se ha mostrado en diferentes luga-
res de esta obra, las variables promediadas en el formalismo estadistico
corresponden a las magnitudes clasicas de la Termodindmica. Sea P la
presiéon promedio o estadistica del sistema. En virtud de la equivalencia
que acabamos de mencionar, podemos escribir la ecuacién:

(08 B dT(E,V,N)
P=T <5V)E,N = kpT (W >E7N. (5.19)

Sustituyendo la ecuacién del volumen fasico o, equivalentemente, la de la
entropia del sistema, en la relacién anterior, obtenemos:

PV = NkpT". (5.20)
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Si comparamos la ecuacién obtenida con la relacién usual de Clapeyron
para la presién de un gas ideal, podemos obtener una relaciéon para la
constante de Boltzmann:

R
Nkp =nR & kp = +— = 1,38 x 1078 J/K (5.21)
A
valor que garantiza la recuperaciéon de los resultados de la teoria clasica
de los gases, ademas de otorgar dimensiones a la entropia estadistica.

5.1.2. Paradoja de Gibbs: recuento correcto de Boltz-
mann

Evidentemente, la entropia que se obtiene a través de la aplicacion del
principio de Boltzmann ha de cumplir las propiedades de la entropia termo-
dinamica, particularmente la de ser una funcién de estado que verifica el se-
gundo principio de la Termodindmica y tratarse de una magnitud extensiva
(aditividad). Precisamente en base a la necesidad impuesta por el principio de
aditividad de la entropia se ha definido la misma como una funcién logaritmica
del niimero de microestados del sistema (volumen fisico) e, igualmente, en la
teoria de la informacién garantiza la aditividad de la informacién contenida en
los caracteres de un mensaje. De esta forma, para dos sistemas estadisticamente
independientes (Ftot (E = E1 + Eg) = Fl(El)FQ (EQ))

Stot = kB lnFtot(E = E1 + Eg) = k‘B In [Fl (El)FQ(EQ)]
= kB 1nr1<E1) + kB 1DF2(E2) == Sl + SQ. (522)

Légicamente, esta propiedad genérica de la entropia no puede destruirse por
una deficiente modelizacién de la densidad de estados (equivalentemente del
volumen fésico) del sistema. Precisamente en esto consiste la paradoja de Gibbs
para el gas ideal clasico. Notemos que la expresién obtenida para la entropia
estadistica de este sistema en la Ec. (5.16) no corresponde a una magnitud
extensiva. Para ello hagamos una transformaciéon de escala en las variables
extensivas de dicha funcién (X — X’ = aX). Esta dilatacién en el espacio
termodindmico nos conduce a:

3 2F
/: N 71 1
S"=aNkp [2 n<3NkB) + naV—Fa}

=aS+aNkglna, (5.23)

en lugar de S’ = aS como corresponderia a la ley de transformacién de una
magnitud homogénea de grado 1. Veamos, pues, cudl es la deficiencia de la
modelizacién del volumen fasico del gas ideal que nos conduce a dicha paradoja.

Como sabemos de los temas anteriores, calcular el volumen fasico del siste-
ma estadistico no es sino obtener el niimero de microestados del mismo compa-
tibles con una energia dada F. Al realizar dicho contaje para el gas ideal clasico
hemos incluido todas las posibles configuraciones de las N particulas pues he-
mos integrado a todo el volumen fésico sin exclusién alguna. Sin embargo, es
evidente que este recuento es demasiado “fino”, ya que incluye microestados
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que tnicamente se diferencian en permutaciones de las particulas del sistema.
Desde una perspectiva estrictamente clasica del problema esto no es ningtin
impedimento, ya que las particulas son clasicamente distinguibles, y por tanto
permutaciones de las mismas conducen a microestados fisicamente distinguibles
del sistema. En cambio, cuando se tiene en cuenta la realidad intrinsecamente
cuantica de las particulas que componen el sistema, la realidad cambia drastica-
mente, debido al principio de indistinguibilidad, que establece que dos estados
de un sistema fisico que se diferencian inicamente en una permutacién de dos
particulas idénticas son indistinguibles. Por lo tanto, es obvio que han incluido
estados “de mas” en el calculo del volumen fésico del gas ideal clasico, y que
han de descontarse los microestados idénticos debidos a las N! permutaciones
de las N particulas. De esta forma, el nuevo volumen fésico sera:

I'(E,V,N)
N! ’
recuperando de manera obligada el término de permutaciones de particulas in-

discernibles. Aplicando la relacién de Boltzmann a la nueva densidad de estados
es facil ver que:

I'(E,V,N) = (5.24)

S(E,V,N)= Nkg [Zln(z)’;EkB)%—lnx—i—a]. (5.25)
Hemos usado, ademés, la relacién (5.18) para obtener la ecuacién anterior,
denominada ecuacién de Sackur-Tetrode, que permite el calculo de la entropia
de un gas ideal a partir de consideraciones microscopicas. Como acabamos de
ver, la paradoja de Gibbs marca los limites tltimos del formalismo estadistico
clasico, obligandonos a introducir la indistinguibilidad de las particulas, aun
cuando en el marco de la Mecénica Clésica no se puede interpretar correcta-
mente dicha innovacién conceptual.

5.1.3. Tratamiento canénico

El célculo de la funcién de particién de un gas ideal en el limite clasico se
reduce a la obtencién de la funcién de particién individual de cada una de las
particulas constituyentes del sistema. Como vimos en el tema anterior, en el
limite diluido (n, < 1, i.e., alta temperatura y/o baja densidad) recuperamos
la estadistica de Maxwell-Boltzmann:

Ny = e_ﬁ(ET_’u) S ZSMB = Z eﬂ’uNZN, (526)
N=0

donde la funcién de particiéon canénica de N particulas es:

N
In = % [Z e—ﬁfw*] . (5.27)

Ya vimos, ademas, que en estas condiciones es posible hacer

XT: — /deg(e) ; /d;;glp (5.28)
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La termodinamica de un gas ideal monoatémico en esta colectividad esté conte-
nida, como sabemos, en la funcién de particién. Los niveles de energia (estados
estacionarios) correspondientes a un atomo del gas son los de una particula
encerrada en una caja de volumen V igual al del gas. De esta manera, y como

vimos ) ) )
232
2m Qg Qy a;

Sumar a todos los microestados del sistema para obtener la funcién de particion
es equivalente a sumar sobre todos los posibles valores de los niimeros cuanticos

iy e () () - ()]}

ng=1lny=1n.=1

s w2h%n2] & 772712713 > w2h2n?

nZZI P {_6 2ma? } z:: exp | —F 2ma? nzl P {_6 2ma? ] ’
(5.30)

w
I

La variacion del exponente entre dos niveles consecutivos de energia viene dada

por
2h2 (2n; +1
Ln;—). (5.31)

2ma;

Ap, = B(en41 —€n;) =8

En un sistema de dimensién macroscépica A, es del orden de 1072°, con lo
cual, ain para nimeros cuadnticos macroscépicos muy altos Ae, < kgT. Por
ello, podemos tomar el espectro de niveles como un continuo y sustituir las
sumas por las integrales en la expresion anterior. Luego:

o0 72h2n? w2h2n?
Zexp[ oma? ] / dnlexp{ B oma? }

ni:1

- % (2rmkpT)"?. (5.32)

Por lo tanto la funcién de particion candnica individual de cada una de las
particulas seré:
14 3/2

2= g (2mmksT) / (5.33)
donde se ha usado que el volumen de la caja es V = agaya.. La funcién de
particién candnica del sistema de N particulas se obtiene a partir de la Ec.
(5.27) de la forma:

VN
NIh3N

que es la funcién de particién canoénica de un sistema de particulas idénticas
e indiscernibles en el limite clasico. La funcién de particiéon en esta descrip-
cién semiclésica se obtiene también integrando sobre este espacio de las fases
“parcelado” por el principio de indeterminacién:

1 2
ZN = 7]\7'}131\7 /d3qu3Npe_B >oipi/2m —

Iy = (2mmkT)*N/? (5.34)

N

NIh3N

(2rmkpT)*? ., (5.35)
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lo que es tnicamente posible cuando es valida la descripcién del sistema en el
limite clasico, pues de lo contrario no podrian determinarse simultaneamen-
te la posicion y el momento de las particulas. Es posible hablar por lo tanto
indistintamente de limite clasico cuando estemos realizando sumas a niveles
discretos en la aproximacion de Maxwell-Boltzmann, o cuando estemos suman-
do de manera semiclasica en el espacio de las fases. Fijémonos, por tltimo en
la diferencia cualitativa que existe entre la expresién cldsica de la funcién de
particién y la expresion en el limite clasico.

Observemos que podriamos haber obtenido el mismo resultado si hubiése-
mos empleado el cambio al espacio de energias (limite cuasicontinuo):

o0
2 = Zefﬁﬁr :/ gle)e Pede
0
T

47V
= / % (2m3)1/2 EI/Qe_ﬁEde
0

2rmkpT 3/2
VT ) o

donde hemos usado la expresién de la densidad de estados de energia de parti-
cula en una caja tridimensional.

A partir de la expresién anterior podemos obtener la termodindmica del gas
ideal. En particular, la energia libre de Helmholtz seréa:

F=U-TS=—-kpgTlhZy

VvV 3N 2mm 3N

potencial termodindmico que es la conexién entre el colectivo canénico y la Ter-
modindmica. A partir de esta expresion es inmediato obtener las propiedades
termodindmicas del sistemas:

1. Ecuacion de estado caldérica La expresion de la energia interna del
sistema se obtiene a partir de la funcién de particién candnica de la forma

habitual: Ol 7 SN 3
JOMEN 0 O NkgT (5.37)

b= 98 28 2

2. Ecuacién de estado térmica. Presién estadistica: La presién se
obtiene a partir de las relaciones termodindmicas convencionales de la

forma,
— oF Oln ZN NkiBT
(aV)ﬂN 7 ( oV )nN v (539

recuperandose de esta forma la ecuacién de Clapeyron.

3. Potencial quimico: Evidentemente, la completitud termodindmica de la
funcién de particién permite obtener cualquier informacién requerida, por
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lo que, en particular, es posible obtener la ecuacién de estado p = (T, V)
para el potencial quimico en funcién de la temperatura y el volumen.
Usando la definicién termodindmica de potencial quimico

3F aanN
- [ == - — T .
g (M)m b ( N >T,v’ (5:39)

en combinacién con la Ec. (5.36) para la funcién de particién de un gas
ideal, obtenemos:

14 3. (2mm\ 3
—k:BT[ln—H In <h2 )—21n5+1}

I

N
p(T) + kgTIn v

donde se ha usado, como de costumbre, la aproximacion de Stirling.

(5.40)

4. Entropia del sistema: La entropia del sistema se obtiene a partir de la
relaciéon usual de la colectividad canénica:

E
S = kBIIlZN‘FT

vV 3 2mm 3 3Nkp

Equivalencia entre los tratamientos candénico y microcandénico

Ya se ha visto que las colectividades estadisticas son, en general, equivalen-
tes. En concreto, la funcién de particiéon candnica no es sino la transformada
de Laplace de la densidad de estados:

Z(T,V,N) Zg e P = /deg(e)e_ﬁe. (5.42)
0

No obstante, existe otra forma de comprobar que ambos colectivos conducen a
los mismos resultados para las diversas magnitudes de un cuerpo en contacto
con un foco térmico a la temperatura 7. Para ello se partié de un sistema
en contacto con un termostato a dicha temperatura. La probabilidad de un
microestado dado de este sistema viene dada por la distribucién de Gibbs:

1
plg,p) = e PHan), (5.43)

donde T es la temperatura canénica del sistema (i.e., la microcanénica del
termostato ya que el cuerpo no provoca, por definicién, cambios en la tempe-
ratura del mismo). Se impone ahora la condicién microcanénica al sistema, de
tal forma que su energia E = H(q,p) quede comprendida entre £y E + dE,
despreciando cualquier estado fuera de dicho intervalo. La densidad de proba-
bilidad de que el sistema tenga una energia comprendida dentro de la banda
anterior sera:

P(E) = plq,p)g(E), (5.44)
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donde g(E) es la densidad de estados del sistema evaluada en la energia del
intervalo de referencia. Asi, usando la distribuciéon de Gibbs y el principio de
Boltzmann

g(E) = exp (;;) , (5.45)

se obtiene la siguiente relacién para la densidad de probabilidad P(E):

S*\ 1
P(FE) =exp (k’B) EefﬁH(q’p). (5.46)
Tomando en consideracién el hecho de que en la banda considerada H(q,p) =

FE, tenemos:

1 .
P(E) = Ee*W*TS (E)), (5.47)

En el estado que maximiza la anterior distribucién de probabilidad (estado de
equilibrio) se verifica:

dmP(E) 1 1dS"(E)
dE kgT kg dE
ds*(E) 1
_ 1 4
dE T (5.48)

o lo que es lo mismo, usando la definicién de temperatura microcanénica:
™ =T (5.49)

Esta relacién prueba que, en la situacién canodnica, la temperatura candnica
del sistema es la misma que la temperatura microcanénica del termostato, por
lo que ambos colectivos conducen, necesariamente, a las mismas conclusiones
fisicas (como no podria ser de otra manera). Dado un cuerpo en contacto con
un foco térmico a una determinada temperatura, es indiferente analizar sus
propiedades en el colectivo canénico o en el microcanénico. En particular, los
valores medios coinciden en ambas colectividades.

Teorema de equiparticion de la energia

Consideremos un sistema descrito por un hamiltoniano H(¢",p") que ad-
mite una descomposicién de la forma:

1. H= ei(p’i) =+ H/(qN;pla vy Pi—1,Pi41, 7pN)
2. €i(pi) = bp;.

Entonces, la energia media asociado al grado de libertad p; es €;(p;) = kT/2.
En base a lo anterior podemos formular el teorema de equiparticién de la ener-
gia de la forma: ”"Cada término cuadrdtico independiente del hamiltoniano con-
tribuye al valor medio de la energia con kgT/2.” Hemos de interpretar la
independencia anterior en el sentido de que el resto del hamiltoniano no exhiba
dependencia alguna de dicha variable asociada a un grado de libertad:

OH'
Op; -

0 (5.50)
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Veamos la demostraciéon del teorema anterior. Calculemos el valor medio de
€:(p:) en el colectivo canénico:

[ e PHe;dgN dpN _ fe’ﬁiieidpifefﬁH/qude B
[ e BHdgN dpN [ eBeidp; [e=PH dgNdpN

—Be€ic.dp:
_ f@ ?zdpz _ —iln (/ e—ﬁéidpi> . (551)

JeBedp, — 08

Es evidente que es indiferente que ¢;(p;) sea funcién de cualquier variable ge-
neralizada. Usando la expresion ¢;(p;) = bp? tenemos:

0 2
€ = —%In (/ e~ PP dpi) = {ﬁp? = y2} (5.52)

= 35( 2lnﬁ+ln/e dy)Qﬁ c.s.q.d.

Atn es posible probar una versién més general del anterior teorema. Si z;
y x; son variables dindmicas sometidas a la condicién de que H sea 0o en
los extremos del intervalo de valores que toma x; es posible demostrar que se

verifica la siguiente relacién:
OH
<xi Ox; > =ty (5:39)

€ =

relacién que constituye la expresién matemdtica del denominado teorema de
equiparticion generalizado. En efecto, en el colectivo candnico,

oOH 1 _ O0H
< 8%> Z/dxl...dxfdxfﬂ...dnge 'BH:piaij =

BH
/dxl drpdxyr...dray zzae

.04
L)

donde f es el namero de grados de libertad del problema dindmico. Integrando
por partes la ecuacién anterior tenemos:

e BH su ox;
e —BH b p—BH . Zv 5 .o—BH
/dl”g T; ; [ X; ]mfm /dggje T; ; (513 dxje .

(5.55)
Luego, el valor medio buscado sera:
OH 1 _ 0OH
< 8x3> Z/dw1...dxfdxf+1...dm2fe ﬂHmzaxj
1
= 5752] /dzl...dxfdasf+1...dx2f eiﬁH =
= kBT(Sij c.s.q.d. (556)

Es inmediato probar que la versién generalizada del teorema de equiparticion
recupera la versién original. En efecto, consideremos x; = x; = z. Tenemos,
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por aplicacién del resultado anterior:

<x%§> = (z-2bx) = kpT = (¢) = (bz®) = kBTT, (5.57)

de lo que se concluye que la versién tradicional es un caso particular del teorema
generalizado. Este admite dos versiones principales:

1. Teorema de equiparticion: Las variables elegidas son los momentos: x; =
Tj=p=—= <p%—g> = kgT
2. Teorema del virial: Las variables elegidas son las posiciones generalizadas:
T, =T =q=> <q%—f}1> =kgT
Veamos qué motiva estos nombres:

1. Teorema de equiparticién

pzaqz sz(h - qzy% sz QMQZ)

sz —sz,qz)+L(qz,qz> T+V+T-V=

=T — = sz ;= (5.58)

2. Teorema del virial ) SH )
= i— = —= iDi 5.59
5 Z G0 = 32 Z 4P (5.59)
expresion que se conoce como teorema del virial de Clausius.

Distribucién de velocidades de Maxwell: analisis canénico

Como veremos posteriormente, el problema central de la teoria cinética de
los gases es la explicaciéon de las propiedades fisicas de un gas diluido en con-
tacto con un termostato a la temperatura T, por lo que es evidente que se
encuentra en lo que hemos denominado situacién canénica. Por tanto, admite
una descripcién en términos de los resultados de dicho colectivo. El hamilto-
niano de las particulas del sistema es:

p2

2m
donde hemos incluido la posibilidad de que las particulas que componen el
gas tengan grados de libertad internos (particulas poliatémicas), aunque por
ahora prescindiremos de los mismos sin pérdida alguna de generalidad. En el
colectivo canénico la densidad de probabilidad p(r, p) de que la particula tenga
unas coordenadas espaciales 7 y r 4+ dr y un momento entre p y p + dp es:

H(r,p;Tint, Pint) = + Hint (Tint; Pint ), (5.60)

1
plr,p) = e 1), (5.61)
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Introducimos ahora la funcién de densidad de particulas, f(r,v) a partir del
nimero de particulas cuyo centro de masas se encuentra entre r y r + dr y
su velocidad entre v y v + dv, f(r,v)drdv. La relacién de la funcién densidad
anterior con la densidad de probabilidad canénica es:

f(r,p)drdp = Np(r,p)drdp, (5.62)

donde N es el nimero total de particulas del sistema. Sustituyendo la expresién
de la densidad de probabilidad candnica en la ecuacién anterior tenemos:

N p?
f(r,p)drdp = 76_5mdrdp, (5.63)
0, en funcién de la velocidad de las particulas:

m

f(r,v)drdv = CNe™? c drdv, (5.64)

que es la denominada distribucién de velocidades de Maxwell.* Normalizando
la expresién anterior obtenemos la constante C:

-3/2
/d'r/dvf(r,v) =N=C(C= <ZTI<:BT> %, (5.65)

con lo que la ley de distribuciéon de velocidades de Maxwell nos queda:

N 2 73/2 muv
flr,v)drdv = v (T;TkBT> =075 drdv. (5.66)

La funcién de distribuciéon anterior, correspondiente a un gas en equilibrio, es
homogénea, no depende de la posicién y tampoco es funcién de la direccion de
la velocidad debido a la isotropia del espacio (en la situacién de equilibrio no
existe ninguna direccién privilegiada).

A partir de la distribucién vectorial de velocidades es inmediato obtener la
denominada distribucién escalar, sin mas que integrar las coordenadas angula-
res de la anterior, para obtener la distribucién original

F(v)dv = / dv f(v) = 4mv2f(v)dv. (5.67)
Q(0,9)

Luego, el nimero de particulas cuya velocidad tiene un médulo entre v y v+ dv
sera:

N /2 —3/2 o2
F(v)dv:47rv (n:kBT> v2e P d. (5.68)

A partir de la distribucién anterior es inmediato obtener la velocidad més

probable -valor de v que maximiza la distribuciéon anterior-, la velocidad media

y la funcién de distribucién de energias (realizando el cambio de variable E =
2

mv?/2).

4Veremos en el tema 12 que no es sino la solucién de equilibrio de la ecuacién de transporte
de Boltzmann
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(a) Velocidad media:

e kT
v :/ F(v)vdv = SkpT (5.69)
0 mm
(b) Velocidad mds probable:
F 2kgT
AEW) oy, = /28T (5.70)
dv m

(¢) Funcion de distribucion de energias: Transformando la funcién de distri-
bucién de velocidades a la variable € = mwv? /2, tenemos para el niimero de
moléculas con energias comprendidas entre € y € + de, G(¢):

d
G(e)de = Fl(e) d—: de
N (2 329 1
= 4dr— <7Tk:BT) 26 —Be L de
\% m m  [2e
9 1 \3/2 X
- /2 ,—Be
NG (kBT> e /e Pede. (5.71)

La energia més probable es la que maximiza la expresiéon anterior:

kpT
€m = % (5.72)

que no coincide con la energia de las moléculas que tienen la velocidad mas
probable: mv2,/2 = kpT.

5.1.4. Tratamiento gran-canénico

Como sabemos el hamiltoniano de un gas ideal de N particulas es:

1 XN
= 2
D (5.73)
=1
por lo que la gran-funcién de particién es
N BN 3N ¢
E = eB” /d P gy, B
13N
0o BuN VN 2 3N/2
= Z ¢ ( Wm> . (5.74)
N=0 : B
Luego:
vV /2 3/2
2 =-exp eﬂ“ﬁ (?) ) (5.75)
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Como de costumbre a partir de la funcién de distribucién anterior se pueden
obtener todas las propiedades termodindmicas del sistema, puesto que el gran
potencial se escribe de la forma:

Bu ) 3/2
U= kpTIln= = kaTeh—;/ <7;”> = W(T,V, ), (5.76)
de modo que
dV = —SdT — pdV — Ndyp. (5.77)

Aplicando las relaciones diferenciales convencionales tenemos:

ov 2rm\ ¥/?
s _ [ 22 — knTebPH 5.78
=), - () - om
para la presién del gas, y para el nimero medio de particulas
_ o B (2am\*/?
N =— () = % <7Tm> V. (5.79)
o)y h B

De estas dos ecuaciones anteriores se obtiene:

_kpT
5= N-B— 5.80
P Vv (5.80)

Obtengamos a continuacién la ecuacién de la energia:

- = = 5 vV 3 2mm 3
_ Nh3 _
+ NkgTln — — NkgT
vor)
B
_ 5 _ _ 3 -
= E=_NkpT - NkgT = 5 NkyT (5.81)

lo que, naturalmente, podriamos haber obtenido a partir de

_ Oln=
E=— () . (5.82)
ap B, V,N

En lo referente a la entropia también podemos obtenerla a partir de la ecuacién
del gran-potencial:

ov - 3 Nu
5 = (m)w’fBNHN’“BT
E N
= kplhE+ = — 2 (5.83)



5.2 Aproximacién adiabatica: gas ideal diatémico 180

Debemos encontrar una expresiéon para % Teniendo en cuenta —kgT InZ= =
—pV = —NkpT < In= = N tenemos:

_ePrV (2mm 3/2
Nh?
w=kgTIn — i | (5.84)
v ()
y por lo tanto:
. 5 vV 3 2mm 3

recuperando la ecuaciéon de Sackur-Tetrode.

5.2. Aproximaciéon adiabatica: gas ideal diato-
mico

Consideraremos ahora, como caso particular de un sistema con grados de
libertad internos, la termodinamica de un gas ideal formado por moléculas dia-
témicas. La principal diferencia con el caso tratado en las secciones anteriores
es la existencia de grados de libertad internos asociados a los movimientos de
rotaciéon y de vibracién de los nicleos que componen la molécula, ademas del
movimiento de traslacién del centro de masas. El tratamiento general consisti-
ria en escribir la ecuacion de Schrodinger para los dos nicleos y los n electrones
y resolver esta ecuacion obteniendo los autovalores y autovectores correspon-
dientes, aunque la solucién de este problema mas alld de la molécula de Hy es
muy compleja. Afortunadamente caben aproximaciones relevantes que permi-
ten simplificar considerablemente este problema.

La denominada aproximacion adiabatica, que establece que la reacciéon de-
tallada de un sistema a una perturbacién dependiente del tiempo depende de la
escala temporal de la perturbacién (7,,) y de los propios tiempos caracteristicos
del sistema (7). La perturbacién influye energéticamente en el sistema s6lo en el
caso de que los tiempos caracteristicos de ambos sean comparables (7,/7 =~ 1),
no provocando reaccién alguna en caso contrario. Esto recoge el hecho de que
los sistemas no responden a perturbaciones excesivamente rapidas, por lo que
no absorben energia de las mismas. En este contexto, citaremos también (aun-
que sin demostracién) el denominado teorema adiabdtico, que establece que
si el hamiltoniano H; de un sistema inicialmente en su estado propio n-ésimo
cambia gradualmente a H, el estado propio se transforma en el estado n-ésimo
de este dltimo.

Estos resultados tienen un enorme nimero de implicaciones en Fisica, pero
aqui nos interesa resaltar el hecho de que en el caso de que en un sistema
se encuentren activos diferentes grados de libertad, unos pueden verse como
perturbaciones actuando sobre los otros, lo que nos lleva a la conclusién de
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que seran tratables como independientes o desacoplados cuando sus tiempos
caracteristicos sean muy diferentes entre si.

La aproximacién de Born-Oppenheimer es un caso particular que consiste en
desacoplar el movimiento nuclear y el electrénico en moléculas que, por sus muy
diferentes energias caracteristicas, se pueden tratar independientemente. Esto
es debido a que el movimiento electrénico es mucho mas rapido que el nuclear de
manera que los electrones se mueven en un campo generado por cargas nucleares
esencialmente estdticas. En espectroscopia molecular esta aproximacion consis-
te también en considerar la energia molecular como la suma de una serie de
otras contribuciones independientes, H = Hpin nuc+Hei+Hyip+Hyot +Hirasi,
lo que puede hacerse esencialmente porque los tiempos caracteristicos (i.e., las
energias caracteristicas) de estos movimientos son muy diferentes. La contribu-
cién del spin nuclear es practicamente despreciable y suele omitirse.> De este
modo, la funcién de particion del sistema factoriza, como vimos en el capitulo

3, por lo que:
N

1
ZN = ﬁ y 21 = ZtraslRrotRvibRel- (586)

De acuerdo con lo anterior, el estado de movimiento de una molécula se espe-
cifica mediante seis grados de libertad, tres por cada nicleo. Tres se asocian al
movimiento del centro de masas de la molécula, dos a la rotaciéon de la molécula
y un grado de libertad vibracional (distancia entre nicleos). Algunos de estos
grados de libertad se deben tratar cuanticamente, mientras que otros son sus-
ceptibles de aproximacién clasica. En primer lugar, consideremos los grados de
libertad correspondientes a la traslacién del centro de masas. Ya hemos visto
con anterioridad en este tema que la distancia entre niveles de energia es muy
pequena, relativa la energia térmica, en cajas de tamano macroscopico y por
tanto el espectro se puede tratar como un continuo. No obstante, es posible ver
también que la temperatura caracteristica para el movimiento de traslacién
es muy pequena, y por tanto, a temperatura ambiente, podemos despreciar
el efecto de la cuantizacién y tratar estos grados de libertad como clasicos.
En efecto, la diferencia de energia entre el primer y segundo niveles de una
particula en un pozo cuadrado infinito unidimensional de lado a es:

232
AR=TT (5.87)

2ma?
que para m = 10726 kg y L = 1 cm resulta en una temperatura caracteristica

AE
6, = — ~ 1071 K (5.88)

kg
Esto quiere decir que a las temperaturas a las que usualmente se considera la
termodindmica de los gases diatémicos, los grados de libertad traslacionales se

pueden tratar clasicamente. Usando los resultados de la seccién anterior,

V [2(mq + ma)m 3/2
Ztrasl = ﬁ T .

5En principio, deberfan ser considerados también (y esto es valido para el caso monoaté-
mico) otros grados de libertad intranucleares ademds del spin, aunque a las temperaturas
donde tiene lugar la mayor parte de la Fisica molecular, la probabilidad de excitaciéon de
dichos grados de libertad es infima y pueden considerarse esencialmente congelados.

(5.89)
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En cuanto a los grados de libertad rotacionales, debemos analizar en primer
lugar si deben ser tratados cuanticamente. Asumiremos el modelo de rotor
rigido, segun el cual
J2
Hypt = —,
rot 27
cuyos autoestados son los habituales |J,m ), de tal manera que el espectro de
rotacion es

(5.90)

R2 1
E; = % J=0,1,2... (5.91)

con una degeneraciéon gy = 2J + 1 correspondiente a todos los posibles valores
de la tercera componente del momento angular. La diferencia de energia entre
dos niveles consecutivos de energia es

RA(J+1)

ap) = 2,

(5.92)

que nos lleva a una energfa de excitacién tipica de A2/I. Para momentos de
inercia tipicos de 1073 kg.m? esto conduce a:

A(E) = kBQTOta (593)

donde 0,,; = 2k 7. En este caso, 0., = 10 K, lo que a priori demanda un
tratamiento cuantico de estos grados de libertad. Consecuentemente, la funcién
de particion de particula asociada a los grados de libertad rotacionales es

- —BE = _ph2Itn
Zrot = ZgJe 7 = Z(2J—|— 1)e 21
J=0 J=0
= Y @7+ e T (5.94)
J=0

Aunque pueden realizarse ciertas precisiones a este respecto, esta suma puede
sustituirse por una integral cuando el exponente de la exponencial es suficien-
temente pequeno, 6,./T <, en cuyo caso, J — «

TT(T+1)

(2z + 1)e dx

Zrot =

0, 2 T
2re” T dr ~ —.
Xe X 97.

(5.95)

1
o

Finalmente, consideraremos los grados de libertad vibracionales. Las bandas
tipicas de vibraciones internas de las moléculas se encuentran en el rango de
centenares a miles de THz, lo que equivale a energias de transicién tipicas en
A =10"2° - 107" J, 0 lo que es lo mismo temperaturas caracteristicas de
Ovir = A/kp = 103 — 10* K. A temperaturas ordinatias es por tanto necesario
el tratamiento cudntico de estos grados de libertad. Asi, recuperando el espectro
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de un oscilador arménico unidimensional de frecuencia w tratado en el capitulo
2 de este libro, podemos escribir:

o
- —Bn+$)hw _ 1
Fvib = Z € : - ePhw/2 _ o—Bhw/2
n=0

1
. (5.96)
2sinh (%)
Finalmente, consideraremos la contribucién de los grados de libertad electré-
nicos a la funcién de particion,

Zel = Z e_ﬂEn, (597)

donde la suma se extiende a los estados electronicos de la molécula. En ge-
neral, los Unicos niveles que contribuyen de manera efectiva a la funcién de
particién electronica a temperaturas intermedias son el estado fundamental y
la del primer estado excitado, por lo que podemos hacer:

Zop = e PP 4 omPEL (5.98)

con lo que, sustituyendo esta ecuacién, junto con las Ecs. (5.89), (5.95) y (5.96)
en la Ec. (5.86) permite obtener la funcién de particién completa del gas ideal
diatémico.

5.3. Ejercicios relacionados

Ejercicio 5.1:

Demuéstrese la Ec. (5.25) y compruébese que la entropia obtenida verifica el
principio de Boltzmann, ya que no presenta la paradoja de Gibbs debido al nue-
vo término -Nkp In N introducido por el recuento correcto de los microestado
(recuento correcto de Boltzmann).

Ejercicio 5.2:

Determinar la funciéon de particion de un gas ideal en el limite clasico for-
mado por N particulas ultrarrelativistas contenidas en un recinto de volumen
V a la temperatura T'. El hamiltoniano del gas es:

N
Hy = CZ i
i=1

donde ¢ es la velocidad de la luz. Calcular la energia media y la ecuacién de
estado del gas.

Ejercicio 5.3:

Determinar la funcién de particion de un gas ideal clasico de N particulas
de masa m en un campo gravitatorio g contenido en una caja R de seccién
horizontal A y cuyas caras inferior y superior estan situadas en z = zg y
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z = zp, respectivamente, con zy — zp = L. Calcular la energia media y el calor
especifico. Obtener las ecuaciones de estado correspondientes a los pardmetros
externos zg y zr, e interpretar el resultado.

Ejercicio 5.4:

Considérese un gas ideal paramagnético formado por N dipolos iguales de
momento magnético pu en el seno de un campo magnético B y en contacto
con un termostato a la temperatura 7. Admitiendo que todos los grados de
libertad del sistema se pueden tratar clasicamente, calciilese la imanaciéon por
unidad de volumen M = Nyu/V. Analizar los casos limite: (i) B grande y T
baja, (ii) altas temperaturas y campo débil.

Ejercicio 5.5:

Cuando se hace girar un gas en una centrifugadora, las moléculas estan
sometidas a una fuerza centrifuga mw?r, siendo w la velocidad angular de la
centrifugadora y r la distancia al centro. Considerando el modelo del gas ideal
monoatomico en el limite clasico, calcilese la densidad del gas en funcién de
su distancia al centro, p(r).

Ejercicio 5.6:

Para un hamiltoniano, H = Z;gle [a;p® + big;], demuéstrese, usando el teo-

rema de equiparticion generalizado, que:

OH
<piaN> = a(a;p;) = kBT,

%

OH ,
; — = (- = T.
<qz 94 > v (biq]') = kB

Apliquese el resultado anterior para determinar el valor medio (H;) de cada
uno de los siguientes hamiltonianos:

2 2 2
() Hy = P
2 2 2
b) H :pw-&-py-i-pz + magz
( ) 1 , 27271 g
PatPy | K (,.2 2
(C)H1= 2m'+7($ +y)

(d) Hy = cp = c\/p2 +pi +p?
Ejercicio 5.7:

A temperatura finita 7' un semiconductor contiene electrones (banda de
conduccién, BC) y huecos (banda de valencia, BV) que, debido a sus bajos
numeros de ocupaciéon hasta la temperatura de fusion del material, pueden
considerarse como gases ideales no degenerados (cuasicldsicos). Asimase que el
volumen del semiconductor es V' y que los electrones y huecos tienen la misma
masa efectiva, m. = mp = m. Los electrones de la banda de conduccién tienen,
ademads de la energia de traslacion en el interior del semiconductor, una energia
A correspondiente al gap entre la banda de valencia y la de conduccién (Fig.
1), mientras los huecos tienen tnicamente energia cinética de traslacion.

i) Calctlense las funciones de particién canodnicas de los gases de electrones
y huecos.
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ii) Teniendo en cuenta que la aniquilacién de un electrén y un hueco libera
una energia A,
e+ h=A,

podemos considerar que la condicién de equilibrio termodindmico entre ambas
especies es i = —pup. Calctilense a partir de la energia libre de Helmholtz,
expresiones para los potenciales quimicos de ambas especies y obténgase la
siguiente relacién para las densidades volimicas de equilibrio de electrones y

huecos (n; = N;/V):
E(k)
Electrones

} A
Huecos >

Ejercicio 5.8:

Considérese un gas ideal de N particulas contenido en un volumen V' a la
temperatura T. Demuéstrese, por medio de la colectividad gran canénica, que
la probabilidad de encontrar N’ particulas en un subvolumen abierto V'’ viene
dada por la distribucién de Poisson.

Ejercicio 5.9:

Termodindmica de un gas de vortices. Los tubos de flujo magnético topo-
légicamente cuantizado en un superconductor reciben el nombre de wvortices, y
permiten describir la fisica esencial de estos materiales en estados mixtos en
los que coexisten la fase normal y la superconductora. Un modelo sencillo de
vértices en acoplamiento critico los considera como un gas ideal cldsico formado
por N vértices de radio v/2 y masa 7 contenidos en una caja bidimensional de
drea A (N. S. Manton, Nuc. Phys. B400 [FS] (1993), 624-632). Obténgase:

a) El drea excluida por vértice, calculando explicitamente el drea excluida
por todos los posibles pares de vértices del gas. Usese que en el limite
termodindmico N > 1.

b) La funcién de particién candnica del gas de vértices y su energia libre de
Helmholtz.
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c¢) La ecuacién de estado térmica del gas de vortices, p = p(T, A, N).

(a) (b)

Figura 5.1: (a) Imagen de microscopia SQUID de barrido de vértices en un film
de YBCO de 200 nm de espesor (Rep. de F. S. Wells et al., Sci. Rep. (2015) 5
8677). (b) Representaciéon de un par de vértices en un gas de vértices.

Ejercicio 5.10:

Consideremos un gas formado por IV particulas independientes que se des-
plazan en el interior de un volumen V' en equilibrio térmico con un foco a
la temperatura 7. Supdéngase ademas que las particulas tienen los siguientes
grados de libertad internos:

1. Sistema con ntimero finito de niveles de energia ¢,, = ne, n =0,1,...,s.
2. Oscilador arménico isétropo tridimensional.

Suponiendo que los grados de libertad traslacionales y los grados de libertad
internos estdn desacoplados (aproximacién adiabética), y admitiendo que el
movimiento de traslacién admite una descripcién clasica, calctlese la funcion
de particién de cada particula y la del sistema global, y obténgase la energia
interna del sistema, la capacidad calorifica del mismo y la ecuacién de estado
térmica en cada uno de los dos casos anteriores.

Nota: Obsérvese que, debido a la independencia estadistica de los grados de
libertad traslacionales y los grados de libertad internos, las contribuciones de
estos a la energia interna y a la capacidad calorifica del sistema permanecen
desacopladas.

Ejercicio 5.11:

Obténganse las propiedades termodindmicas de un gas ideal diatémico:
energia interna, energia libre de Helmholtz, entropia, capacidad calorifica y
ecuacion de estado térmica.

5.4. Lecturas complementarias

s Griffiths, D. (2004). Introduction to Quantum Mechanics. Cambridge
University Press
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s Reif, F., Peris, J., & de la Rubia Pacheco, J. (1969). Fisica estadistica.
Berkeley Physics Course. Reverté
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Capitulo 6

(Gases Reales

6.1. Introduccién

Sin duda, uno de los mayores logros de la Mecénica Estadistica ha sido la
teoria de fluidos clasicos en interaccién, cuyos pormenores trataremos en lo que
sigue. Consideremos ahora un gas (por simplicidad monoatémico) en el cual las
interacciones interatémicas no pueden ignorarse, lo que da lugar a la aparicion
de una energia potencial U (rq,...,7x) en el hamiltoniano. Partamos para el
tratamiento de este sistema de la gran funcién de particiéon del correspondiente
sistema cudantico:

e =E(T,V,p) = Ze N BB ), (6.1)

i niveles

Para la obtencién de la ecuacién de estado de estos sistemas clasicos es suficiente

con considerar los grados de libertad traslacionales, ignorando todos los grados

de libertad internos. Consecuentemente, la cuantizacién de los niveles de energia

es irrelevante y podemos pasar al limite clasico, reemplazando la degeneracion
(V) dl'y II, dridp;

9i T IBNNI T RANNT (6.2)

y la energia del sistema

N p2
E()—>ENrp Z

por sus expresiones clésicas. Integrando sobre los momentos se obtiene:

_ > /eB\Y Zy (T,V,N)
H(T»V,N)—Nz::o</\3> — N

2 1/2
2= (5m)
2mm

191

donde
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Uijj

fij

o
v

b)

fjj

Figura 6.1: (a) Potencial intermolecular fisico, (b) correspondiente funcién de
Mayer

es la longitud de onda de de Broglie (E = %k:BT) y
Zn (T, V,N) = /drNe_’BU(Fl“"’N), (6.5)

es la denominada integral configuracional. Si fuera posible calcular esta inte-
gral, se podrian obtener todas las propiedades termodindmicas del sistema en
interaccién. Aunque no es en general posible calcular esta integral por tratarse
de un complicado problema de 3N dimensiones, un analisis formal de la integral
es muy revelador. Considérese para ello que el gas se encuentra suficientemente
enrarecido como para poder despreciar las interacciones (colisiones) de orden
superior al segundo (ternarias, cuaternarias, etc.) y suponer que la interaccién
unicamente involucra colisiones binarias. Asi:

N
U(ry...rN) = Zu(n—j) . (6.6)

1<J

Los potenciales pares se supondrén, sin pérdida de generalidad, centrales (lo
que es exacto para un sistema monoatémico, naturalmente), y suelen presentar
una cola atractiva -en Mecanica Cudntica se prueba que uq.; o< 7% y una
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parte repulsiva de corto alcance de gran intensidad (generalmente se supone
o 7712 0 se modeliza mediante una exponencial), aunque también se usa un

core de esfera dura, u,e,(r) — +00, r — 0 (Fig. 6.1).

6.2. Teoria de clusters de Mayer

En términos de los potenciales pares anteriormente introducidos se puede
escribir la integral configuracional como

Zn (T,V,N) :/drNe—ﬁZfij ulrig) (6.7)

Introduciendo las funciones de Mayer, f(r;;), cuyo aspecto tipico es el que se
puede ver en la Fig. 6.1,
fig = e P 1, (6.8)

se puede reescribir la integral configuracional como

N
Zn (T,V,N) = /drN [T+ #5)

i<j

:/dTN[1+(f12+f13+---+fn—1;N)+(f12f13"')+---],

que admite la expresion:

ZN(T,V,N):/drN VY fii+ 2. fifut. | (6.10)

i<j i<j k<l

En términos de las funciones de Mayer el efecto de las colisiones intermolecula-
res se ve con mayor claridad. ! En ausencia de interaccién todas las f = 0, con
lo cual Z = V. Ademas, si se tiene en cuenta que estas funciones decaen ra-
pidamente a cero para todos los potenciales de corto alcance, podemos ver que
cada término f;; limita de manera efectiva la integral [ dr;dr; en la integral
configuracional a un volumen del orden r§ (ro = alcance de las interacciones
para ij; 1o ~ radio atémico).Asi, a los diferentes términos de la expansién
de la integral configuracional contribuyen diferentes regiones del espacio de

configuraciones de modo efectivo:
» [dry...dry: contribuye todo el espacio de configuraciones.

» [dry...dry Y, <j fij: solo aquellas regiones del espacio de configuracio-
nes en las que |r;;| < ro tienen una contribucién efectiva i.e., colisiones
binarias.

lfij toma el valor cero fuera de la regién de interaccién, a diferencia de u;;, por lo que es
mucho mejor como pardmetro de expansién.
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@) (b)
O—@ ® Q @

@ -0

Figura 6.2: Representacion diagramética de dos expansiones de clusters de Ma-
yer.

» [dry...dry Ziq Jij k<1 Jri: colisiones moleculares triples (k 6 [ igual
a j 61) o colisiones de dos pares de dtomos (i con j y k con [), en regiones
de orden |r;;| S o, y asi sucesivamente.

Para sistemas suficientemente enrarecidos, es de esperar que esta expansion
converja rapidamente. La estructura de la Ec. (6.10) puede visualizarse de
manera muy intuitiva si se tiene en cuenta que contiene todos los términos
correspondientes a combinaciones de dtomos, desde cero hasta W f, ie.,
la Ec. (6.10) estd compuesta por todos los sumandos formados por N dtomos
con todas las posibles interacciones entre ellos. Asignando a cada variable r;
un circulo y a cada término f;; una linea conectando los nodos ¢ y j, podemos

identificar.
= /d?"j’l"ifij. (611)

De este modo, a cada sumando de la Ec. (6.10) le corresponde un diagrama
denominado generalmente grafo. Por ejemplo, es posible representar el término

/dm ...drg frafaafse

de la integral configuracional en la Ec. (6.10) mediante un grafo de la forma
representada en la Figura 6.2.a: Para cada diagrama particular, las moléculas
que se encuentran conectadas directa o indirectamente mediante lineas se dice
que forman un clister, por lo que la Ec. (6.10) recibe el nombre de expansion
de clusters de Mayer.

Los grafos pueden subdividirse en grafos conexos en los que todos los circulos
estan conectados entre si, y grafos no conexos, en los que un grupo de circulos
o circulos individuales estan aislados. Por ejemplo, el grafo de la Fig. 6.2.a es
no conexo, mientras que el de la Fig. 6.2.b serfa un grafo conexo:

Si se introducen las denominadas integrales de cluster:

b; (T, V) = j!iv/ZHf“drl...drj, (6.12)

i<j 1>1

/dh coodrafiafsafos =
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donde Y es la suma sobre todos los diagramas, es posible reexpresar la integral
configuracional (i.e. la funcién de particién de un sistema cerrado) como:

2= X e T = Sellavn™.

my

donde )", Im; = N y el factor £ computa el nimero de formas de colocar los N

atomos (o0 moléculas) en grupos de my moléculas aisladas, ms pares, ms ternas,
., my conjuntos de [ moléculas, etc. Asi pues, teniendo en cuenta que sélo son
271 , . N .

validos términos con ijl Jjm; = N:

(Vo)™
In = ZHTZ!N!’ (6.14)

l

de tal manera que la gran funcién de particién es:

_ [e’s) ‘/ Bu m . v, %)
== NZ:W o ZHml <A3> blz:exp<AZ (V,T)z )

m;=0 [

donde
2= e (6.16)

que para sistemas macroscopicos (V — 00):

mE=VY b(V,T) (AZB)J (6.17)

jz1

Aunque la Ec. (6.17) supone dnicamente una reordenacion respecto a la Ec.
(6.10), es sin embargo mucho mds conveniente para su uso practico. En parti-
cular, puede verse que las integrales de cluster (b;) son los coeficientes de kBLT
en serie de potencias de la actividad.

Por otro lado, en Mecéanica Estadistica nos interesa el logaritmo de la fun-
cién de particion,

anN:ln<H(1—|—f” > VN/dm dry [T+ £5) (6.18)

> i>7
donde el promedio estd definido sobre el espacio fasico como

1
()= TN dry...dry. (6.19)
Este logaritmo de un promedio puede calcularse mediante una expansién de
cumulantes, lo que permite interpretar las integrales de cluster en términos de
los cumulantes.
Utilizando el resultado anteriormente demostrado, 8p = 3_,-, b;(T)z’, y ha-
ciendo una expansién de la actividad en potencias de la densidad tenemos:

Bp = ij(T) (p+ azp® + azp® + .. .)j : (6.20)

i>1
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Teniendo en cuenta que

N = kpT <8ln:> _z <81n:> 7 (6.21)
o TV 0z TV

y que, Bp = Zj>1 bjzj, es posible obtener

N .
v=r= Z]bjz] , (6.22)
j=21
por lo que
a9 = —2b2
> jbjz) —p=0={ a3 = —3b3 — dasby = 3bs + 8b3 (6.23)
izl (...)
Luego: 4
Bp =Y _b;(T) [p—2b2p” + (—3bs +8b3) p* +...]" . (6.24)

j>1

Dado que b; = % J d®r1 =1, se obtiene

Bp = p— 2bap? + (—3bz + 8b3) p° + bap® + ...

=p—bop® + (4b§ — 2b3) P2+ (6.25)
con lo cual,
% =1—bap+ (403 —2b3) p* + ... (6.26)
Esta expresiéon ha de compararse con la conocida ecuacién de estado del virial
Bp _ 2
de la que resulta que
By(T) = —by
B3(T) = 4b3 — 2b3 (6.28)

(),

i.e., los diferentes coeficientes del virial estan relacionados con las integrales de
clusters de orden igual o inferior al coeficiente, esto es, con interacciones en
clusters de particulas con ntimero igual o inferior al orden del coeficiente.

Para concluir esta seccién, se calculan el segundo coeficiente del virial y la
ecuaciéon de estado asociada a este nivel de aproximacién:

Bp ~ 14+ By(T)p, (6.29)

valido para un gas suficientemente diluido como para tener un cuenta tnica-
mente colisiones binarias. A partir de la Ec. (6.28):
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By(T) = = Z,V/ZHfzzdﬁde
=2 /f12 r12)dridry (z ;&H) 2. (6.30)

Pasando a las coordenadas de centro de masas (Rcpwm) y relativa (r12), tene-
mos:

1
By(T) = %G /dRCDMdT12f12(7”12)

1
= —E/dr12f12(7‘12)

47

= —i/ T%zflg(rlg)d’ij = —27r/ 7“2f12(7“)d7"- (6.31)
' Jo 0

Como puede verse, el segundo coeficiente del virial se encuentra asociado a
clusters de dos particulas, i.e., a colisiones binarias de moléculas. Si se tiene en
cuenta que fi2(r12) = exp [—fBu (r12)] — 1 ¥ que, en general, entre 0 y 2rq (rg =
radio de las particulas en interaccién) la interaccion u(ri2) es, en general, muy
grande (e.g., esferas duras), podemos descomponer de manera conveniente el
dominio de integracién en dos regiones (0,79) y (ro, 00).

zga»:_aﬁ{é“ﬂ(gwww_l)muhiww(gwww_l)m}
—2%{ /T“r dr+/m 2 (—BU(r)) dr}
—an{5 -5 [T e

=b— 6.32
kpT’ ( )
con
SIS
3 3 2
o
a= 27r/ \U ()| 72 dr. (6.33)

Consecuentemente, en esta aproximacion de baja densidad en la que inicamente
contribuyen las colisiones binarias de moléculas

Bp _ _ a
p ~1+By(T)p=1+ (b T p

NkgT [1 bN aN ]

=p=

Vv VvV kgVT
aN? k: bN NkpT
e IO A S 6.34
( ) ( v) V(=5 (6:34)
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Por lo tanto,

V2

recuperando la conocida ecuacién de estado de van der Waals.
Anélogamente podriamos calcular el tercer coeficiente del virial que contiene
las contribuciones de tripletes de particulas:

<p n aN2> (V — Nb) = NkgT, (6.35)

Bs(T) = 4b3 — 2b3 = —*/drldrzd’r:’) Ji2f23f31 (14 fi2) (1 + fa3) (1 + f31)]

A Ade B

donde el diagrama sombreado representa una funcién de Mayer de tres cuerpos:

1

fr2s = exp |[—Bu® (7'177"2,7"3)} -1= i E (6.37)

2 3

Los coeficientes del virial de ordenes 4 y 5 pueden encontrarse en su forma
diagramética en Lee (2016).

1
Bi=—— 1|3 6

PR

PR _uﬁmﬁﬂogmqﬁv
Ry
v

6.3. Teoria de funciones de distribucion

+30

+10

La finalidad fundamental de la teoria de liquidos es la comprensién de las
fases particulares de los fluidos que son estables en funcién de la temperatura
y la densidad, y relacionar este comportamiento con magnitudes especificas de
sus constituyentes, senaladamente el potencial de interaccién. A continuacién
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7 + dr;
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Figura 6.3: Sistema de coordenadas para el calculo de funciones de distribuciéon

presentaremos algunas de los métodos tedricos mas importantes para el célculo
de la funcién de distribuciéon par, a partir de la cual es posible obtener la
termodindmica del fluido a través de las ecuaciones de la energia, del virial o
de la compresibilidad.

6.3.1. Factor estatico de estructura: densidades de parti-
culas de equilibrio y funciones de distribucion.

Una manera completa pero compacta de describir la estructura de un fluido
es usar las funciones de distribucién de particulas, que también permiten calcu-
lar, como veremos, la termodindmica del sistema. En la colectividad canoénica
la probabilidad de encontrar n particulas en las posiciones rq,...,7, (i.e., en
intervalos (r1,r1 +dry)...(r,, 7, +dr,)) con independencia de las posiciones
de las demas particulas y de los momentos de todas ellas es:

B f d,,,andeefﬁ’H(rN,pN)
~ [ drNdpNe-AH(N.pY)

P,(ry.. p,)dry ... dry, dry...dr,. (6.38)

Por su parte, la densidad de particulas de orden n (n-particle density) es igual
a la densidad de probabilidad anterior multiplicada por el nimero de formas de
situar n particulas del total de N en esos elementos de volumen, que se calcula
como el nimero de modos de elegir n particulas en un total de N, (]T\Z ), por el
ndmero de formas de situar las n particulas en las n posiciones (n!). Luego, la
densidad de particulas de orden n es:

n N
pg\,)(rl...rn) = n!(n>pn(r1 ceaTp)

N de’N’”dee*m‘(TN,PN)
~ (N—n)! [drNdpNe FH(rNp¥) (6.39)
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Evidentemente, esta funcién estd normalizada de tal modo que:

n (0, n N!
/dr pg\,)(r ) = N (6.40)
En particular,
(1) N

Para sistemas homogéneos (p = cte):

/drpg\l,) (r)= pg\l,) /dr = Vpg\l,) (r)y=N=

= o (r) = 37 = . (6.42)

Para un gas ideal,

Nl VYN 1 NI

R = N VY T v =)

- p"]\m(fvw_n)! s [1 +0 (%)] . (6.43)

A partir de las funciones de densidad de n particulas se pueden obtener las
denominadas funciones de distribucién de n-particulas,
(n) n
n) (. n py (™)
g (rm) = =t (6.44)
[Li=i PN (73)

que para un sistema homogéneo (p = cte) se pueden escribirse como:

PR =P (). (6.45)

Estas funciones de distribucién de n-particulas miden hasta qué punto el siste-
ma se aleja de la aleatoriedad. Una particularmente importante es la denomi-

nada funcién de distribucién radial, gj(\?) (r1,73).

@) PN (r1,73)
on (rim) = =5~y
PN (TI)PN (r2)
Si el sistema es homogéneo e isétropo la funcién de distribuciéon par es funciéon
unicamente de la distancia entre particulas:

P2g(r) = (), (6.47)

y mide la probabilidad condicionada de que teniendo una particula en el origen,
haya otra a una distancia r. Cuando la separacion entre las particulas tiende a
infinito, 7 — 00, debe tender a su limite ideal (i.e., no correlacionado)
2 1
gD (rry) ~ 1-—. (6.48)

T12—00 N

(6.46)

Esta funcién tiene una gran importancia en la teoria de fluidos debido a
que:



201 Gases Reales

1. Es medible experimentalmente, pues como veremos esta directamente co-
nectada al denominado factor estatico de estructura y este directamente
a la intensidad obtenida experimentalmente mediante scattering de ra-
diacion.

2. Para potenciales pares, g(r) permite calcular toda la termodindmica del
fluido.

Estas funciones de distribuciéon pueden ser convenientemente representadas en
términos de la correlaciéon de la densidad local de particulas:

N
=> 8(r—m). (6.49)
i=1

Mz

o(r —r)) =N {(0(r —r1)), (6.50)
z:l

y, por lo tanto,

(1) fdrl .dryd(r — rl)e*ﬁUN(TN)
r)) =
P [dry...drye PUNCT)

ﬂ /dTQ - d’l‘Ne_fBUN(T,rg..mN)
ZN

=N (7). (6.51)

De la misma manera, se verifica:

pg\, <ZZ(5 r—7;) —rj)>. (6.52)

i=1 j=1

De modo que

(6(r = r)d(r ' — 7)) = i (1) (r g (r =), (6.53)

:MZ

p%)(r,r /) =
1

2y

por lo que la funcién de distribucién radial aparece como correlacién de las
posiciones de dos particulas en el seno del sistema. Para sistemas homogéneos
e isétropos de un solo componente:

N

pPg(riz) = Y (8(r1 —1i)d(ra — ;) = p*g(r). (6.54)

ij=1

Otra propiedad muy notable de la funcién de distribucién radial es la de-
rivada del hecho de que su integral proporciona el nimero de vecinos en una
region determinada:

477/ g(r)pdr = No. (6.55)
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22 Capa 32 Capa
| \ ]

Figura 6.4: Izquierda: Funcién de distribucién radial. Derecha: Esquema de las
capas de solvatacién.

El nimero de coordinacién, o nimero de vecinos mas préximos se obtiene
integrando la funcién de distribucién radial J(r) = 4wpr?g(r) hasta el primer
minimo de la funcién g(r):

ry
Neoora = N1 = / 4712 pg(r) dr. (6.56)
0

Es posible demostrar que la funciéon de distribucién radial se puede escribir
como:

N(N —1) [drs...dry ], (1+ fij)
p2 fd"'1~~'drNHi>j (1+fij)’
lo que abre las puertas a una expansién diagramatica de la forma

g(r)1+@{@+®/.k®+<%+m+@+m

que implica que:

9(r) = (6.57)

Suma de todos los diagramas conexos topoldgi-
g(r) =14 fia + {camente diferentes con dos 1-circulos blancos
y sin articulaciones

T12

D@ s
"lt( - p/dT'3f(7’13)f(r32)

— p2/drgdr4f(1°13)f(7°34)f(7“42)



203 Gases Reales

Una funcién de considerable interés es el denominado potencial de la fuerza
media, W(r), definido por:

dW (r)
F)=— 6.58
) =-=1, (6.59)
y cuya relacién con la funciéon de distribucién radial es:
g(r) = e AW ), (6.59)

6.3.2. Otras funciones de correlacion.

Ademas de la funcién de distribucién radial, que como vemos puede relacio-
narse con la correlacién par de particulas, hay otras funciones de gran interés
en la teorfa de liquidos:

a) Funcién de correlacién total, h(r), definida por:

h('f‘l, 'f‘g) = g(’l"h’l"g) —1. (660)
En fluidos isétropos -ausencia de campo externo- tenemos:
h(r1,72) = h(|lry — ra|) = h(r) = g(r) — 1. (6.61)
A bajas densidades puede verse que g(r) ~ e~ #%(") y por tanto h(r) ~ e~ #4(") —
1. Para un sistema ideal, g(r) =1 = h(r) = 0. Como indica su nombre, esta
funcién de correlacién mide la correlacién total (directa + indirecta) entre una
particula situada en r = 0 y otra a una distancia r.

b) Funcién de correlacién directa. Originariamente introducida por
Ornstein-Zernike, ¢(r) se define mediante la ecuacién

h(r,ms) = c(ry, ) + p/dr3h(r1,r3)c(r3,r2), (6.62)

denominada de Ornstein-Zernike, y que constituye el resultado fundamental
de la Mecanica Estadistica de liquidos. Para fluidos isétropos con invariancia
traslacional,

h(r) = c(r) + p/dr ‘c(lr—7'|)h(r')
:c(r)—i-p/dr ‘e(r V(e —r]). (6.63)
¢) Funcién de correlacién directa singlete., que se define como
D) =In [pﬂ)(r)xﬂ FBIW(r) — 4. (6.64)

Lebowitz y Percus demostraron que

5cM(ry)

57D (r) 2 (r1,m5) = ey, m2), (6.65)
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lo que permite interpretar esta funcién de correlacién como el andlogo inhomo-
géneo del potencial quimico, i.e., el potencial quimico de un sistema en el que
existen variaciones de la densidad espacial (inhomogeneidades).

d) Factor de estructura estatico.

La funcién que se obtiene en experimentos de dispersion estd relacionada
con la funcién de correlacion total mediante una transformada de Fourier

ph(r) = (271r)3 /dkez‘kr [S(k) —1]
- ﬁ/kdk sin(kr) [S(k) — 1]. (6.66)

donde S(k) se denomina factor de estructura estético.

6.3.3. Teoria de ecuaciones integrales. Ecuaciénde
Ornstein-Zernike. Relaciones de cierre.

La obtencion de las funciones de correlaciéon de un fluido, y con ellas de su
estructura, implica, en general, la resolucién de la ecuacion fundamental de la
Mecanica Estadistica de liquidos, la ecuaciéon de Ornstein-Zernike:?

h(r) = c(r) + p/c (lr=r ') h(r")dr'. (6.67)

Esta ecuacién integral puede resolverse analiticamente mediante diversas téc-
nicas, de las cuales probablemente la méas utilizada es la de transformarla por
Fourier, lo que la convierte en una relaciéon algebraica:

h(k) = c(k) + pe(k)h(k), (6.68)
h(k) = %. (6.69)

Naturalmente, la ecuacién de Ornstein-Zernike contiene dos incégnitas funcio-
nales, por lo que hemos de suministrar alguna relacién adicional entre h(r) y
¢(r), denominada relacién de cierre. Existen diversas relaciones de cierre, todas
con ventajas e inconvenientes y cada una especialmente adecuada para un tipo
de sistema. No obstante, las mas conocidas son:

a) Aproximacién esférica media (MSA).

Propuesta por Lebowitz y Percus a partir de modelo de Ising, consiste en
suponer:

hry=-1, r<o (6.70)
e(ry=-=pU(r), r>o (6.71)

lo que implica que la correlacién directa entre particulas estd dada por el poten-
cial de interacciéon par. Combinando la ecuacién anterior con la de Ornstein-
Zernike tenemos informacién suficiente para obtener g(r) fuera del core de
esfera dura y ¢(r) en el interior de esta region.

30tros métodos son: la simulacién por computadora (MC o MD, que veremos en los
capitulos finales de este libro), o experimentos de scattering.
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b) Relacién de Percus-Yevick (PY).
C(T) = gtotal(r) — Yindirecto (T')
— o BW(r) _ —BW(r)=U(r)]

— o —BW(r) {1 _ eﬂU(r)] — o—BW() BU(r) {G—BU(T) _ 1} , (6.72)

con f(r) = e PU(") Introduciendo la funcién, y(r) = eV g(r) tenemos:

c(r) = y(r)f(r), (6.73)

lo que nos permite reescribir la ecuacién de Ornstein-Zernike como:

y(riz) =1+ p/f(ﬁ?,)y(?"m)h(rz?))d?“s’ (6.74)

que se conoce como ecuacién de Percus-Yevick (1958).
c) Aproximacién de la cadena hiperreticulada (HNC). En esta apro-
ximacién se supone que
c(r) = h(r) —Iny(r). (6.75)

d) Ecuacién YBG y jerarquia BBGKY. La jerarquia de Born-
Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yoon (BBGKY) es una relacién exacta que
conecta una funciéon de correlaciéon con otra de orden superior. Se obtiene
diferenciando la densidad de n particulas p™ respecto a la posicién de la
primera de ellas

8p§{, B 1 N! —BUN al au(rlj)
or1  Znx (N —n)! /dTnJrl --drye = g ory
_ LN /dr drye U . —ﬁﬁ + i _5%
~ Zn (N —n)! wrle TEN : ory ) ory
_]:2 j=n+1
— ,du(ry;) / u(ri,nt1)
— _(pT - drp.q...d (n+1)(,, n+1 bl ST 2
p(r );ﬂ or, 0] drasi.odrap (r™™) O,
(6.76)
Para fluidos homogéneos,
g™ (r "L Ou(ry ou(ry p n n
g™ (r") ™S 8( 1) 7p/drn+1ﬁ (81, “)g (b)),
! = On Ll
(6.77)

Las Ecs. (6.76) y (6.77) constituyen la denominada jerarquia BBGKY. A partir
de la jerarquia anterior, y usando la aproximaciéon de superposiciéon para
las funciones de correlacién de tripletes (Kirkwood).

9 (r1,72,73) = gP (r1,19)gP (2, 73) 9P (13, 71), (6.78)

obtenemos la denominada ecuacién de YBG o de Yvon-Born-Green.
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01 , P
% ~ —p/dr35%(+i3)g(m,r3)h(r3,rg). (679)

Ecuacion de Kirkwood.
Otra ecuacién integral, estrechamente relacionada con la YBG, es la deno-
minada ecuacién de Kirkwood:

Cny(r) = p /O e / drsBu(ris)g (s, E)h(rsa), (6.80)

donde 0 < £ < 1 es un pardmetro de acoplamiento que liga la molécula 1 a
todas las demas.

N-1 N

N
U(r N7§) — Zgu(rm) + Z Z u(rij)

i=2 j=it1
- ZEU(TU) + ZZu(r”) (6.81)

Si & = 0, la molécula 1 se retira del sistema y con & = 1 la molécula se
reintroduce completamente otra vez.

6.3.4. Microtermodindmica: ecuaciones de estado de la
energia, virial y compresibilidad.

Como hemos mencionado anteriormente, el conocimiento de g(r) permite
obtener las propiedades termodindmicas de un fluido en el que sus constituyen-
tes interactiian mediante potenciales pares de interaccién:

N
Un(r™) = u(ry). (6.82)

i<j
Evidentemente,
2
olnQy drVdpY 8|, Za+UN(rY)
(B)=U=- a8 QN :/We [ ’ }a (6.83)
por lo que,
1 N -8y, PL N _—BUx(#N) 1 id
QN:ih?’NN! dp*e izm | drie = h3NN!ZNZN' (6.84)
Consecuentemente:
OlnZi¢ 9lnZ . .
(B) = =5 — 5 = UM U, (6.85)
donde

Ut = ;NkBT, (6.86)
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y
U = f—ln/drNe BE i Dulr)

_ drN o—BUN ()
Zn(T,V) T V) / " ;Z
N(N -1

= 2Z(N(T,V)) /U(Tlg) (/ e_ﬁUN(TN)drg : ..drN) dridry
1

= §/u(7‘12)p2g(’f’12)d’f‘1d7’2. (687)

Suponiendo que el fluido es homogéneo e integrando en las coordenadas del
centro de masas:

2
U = ‘;VV/ (r)g(r)dr. (6.88)
Por tanto, ,
(B) = Uf§NkBT+ 2];7/2 / (") g(r)dr, (6.89)

ecuacion que se conoce como ecuacion de la energia. La energia de exceso
por particula puede escribirse, a partir del resultado anterior, como:

u = A 27rp/ u(r)g(r)r? dr (6.90)
0

N

De un modo andlogo, podemos obtener la ecuaciéon de estado para la presion:

B oF _ aanN
P= (aV>T,N’“BT( oV )T,N

id
— kpT (('ﬂnZN) kT (81nZN)
WV o v Jrn

NkgpT InZ
AL +kBT<an N) . (6.91)

La udltima derivada puede calcularse como

81nZN) 1 N Au( 7“” —BU~(rN
dr e AUNCT) 6.92
(%7). -7 3% (6.92)

ou(ri;) _ Ou(rij) Orij
ov Brij ov '
Asumiendo un volumen ctbico, sin pérdida alguna de generalidad,

3
Ve~ (:f) ;T = % (6.94)

]

(6.93)
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Con lo que
oryj 0 3.+ _ Yoo/ . Tij
y por lo tanto,
oz al r ~
N - __~ N I 18 —BUN(r)
= d s . 6.96
(%57 )M e (6.96)

Todos los sumandos (N(NT_D> contribuyen el mismo valor, por lo que podemos

escribir:
olnZ N(N -1 _
< 8VN) B 7% ar (ZN )u/(ru)rue BUN (")
T,N
N(N -1
= —% dmdrzu/(ru)nz/drg...drN%e’BUN(”N)
= —%/d’l"ld’l"zu/(Tlg)Tlgp(Z)(’l”l,7’2)
du(r
- _£ dRcpudria 2)7“12/)29(7”12)- (6.97)
lo que conduce finalmente a
PV p du(riz)
=1- d .
NkpT GhpT / mama=g, o= g(ria), (6.98)
o bien p J
% =1- %/dr47rr3 lejn)g(r)7 (6.99)

ecuacién que se conoce como ecuacion del virial o de la presion.

Finalmente es posible atin obtener una ecuacién de estado adicional co-
nocida como ecuacién de estado de la compresibilidad. A diferencia de las dos
anteriores, no depende de la hipdtesis de aditividad de los potenciales y no pue-
de obtenerse en cualquier colectividad, ya que al depender de las fluctuaciones
en el nimero de particulas ha de obtenerse en la colectividad gran-canoénica.
En efecto, considérese la igualdad

J P2 = o e arades = (4%) = () = (0. 6100

Ejercicio 6.1

Demostrar la igualdad anterior. Téngase en cuenta la Ec. (6.40).

Asi, en un sistema homogéneo:

(N) +/ [p2g<2>(r) —pﬂ dridry = (N?) — (N)?, (6.101)
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y por tanto:

2
(N>+»%;;Li/[g@Nr)—]}dr::<N2>—<AUQ» (6.102)

o lo que es lo mismo:

2 2
@)y _ (N?) —(N)
1+p/ [g (r) 1} dr=""— (6.103)
Consecuentemente:
1+ p/h(r)dr = pkpTkr, (6.104)

obteniéndose la ecuacién de estado de la compresibilidad.

6.4. Ejercicios relacionados

Ejercicio 6.1:

Demostrar la igualdad 6.13.
Ejercicio 6.2:

Probar la Ec. (6.17) y que fp = >, b;(T)27.
Ejercicio 6.3:

Obténgase la expansion de la energia libre:

1
—BFN: =1In <e*ﬁUN> =1In [VN /dm . .drye AUN(rLTN) ,

en funciones cumulantes de cluster, y demuéstrese que:

Bn (VN
n+1 (N) ’

donde la integral de cluster irreducible 5, se define como (Kubo (1962)).

O
Z <Hfij> = Wﬁn-

1] i>]

—BFN =NY_
n=1

CcCoOnexo

Ejercicio 6.4:
Teniendo en cuenta la definiciéon de las integrales irreducibles de cluster
introducidas en este capitulo, pruébese que (Hill (1986)):

n—1

Bn(T) = - anl .

n
Ejercicio 6.5:

Obténgase el segundo coeficiente del virial de un gas ideal monoatémico en
el seno de un campo externo, U(r;).
Ejercicio 6.6:
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Pruébese la Ec. (6.48).
Ejercicio 6.7:

Pruébese la igualdad de la Ec. 6.52.
Ejercicio 6.8:

Escribanse las expresiones de la funcion de distribucién radial de sistemas
multicomponentes.
Ejercicio 6.9:

Demuéstrese que la intensidad dispersada por un medio en el que existen
N centros de dispersién (scattering), i.e. N particulas.

N N
Ic(Q) = |\I’out|2 = Z fieiQri Z fje_iera
=1 j=1

donde los fi’s son los factores atémicos de scattering de los atomos de tipo k
y Q = —ko + k, se puede escribir como S(Q) = If\,(]g) para sistemas de un solo
componente f; = f; = f.
Ejercicio 6.10:

Obténgase la solucién de la Ec. (6.74) para el potencial de esfera dura:

oDy 2n)2 — 6n(1 +1/2)2(r/R) + (1 + )2 <L
R (1—n)*

BP _14+n+n> 7w g
p o (1—nB’ =Pt

donde R es el didmetro de esfera dura.
Ejercicio 6.11:
Demuéstrese que, en la colectividad gran-canodnica, se verifica que:

$ (-
m = T = pkpTkrT,

o= L (VN _1(0p
"~ vi\er), p\orP),

6.5. Lecturas complementarias

donde

» Hill, T. L. (1986). An introduction to statistical thermodynamics. Courier
Corporation.
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s Lee, L. L. (2016). Molecular thermodynamics of nonideal fluids.
Butterworth-Heinemann.






Capitulo 7

Teorias de Campo Medio

Lo caracteristico de una teoria de campo medio es que permite el desaco-
plamiento de un sistema de muchos cuerpos en interaccién en términos de uno
equivalente de constituyentes independientes sometidos a en un campo efectivo
creado por todo el resto del sistema, que se superpone a un eventual campo
externo. Esta idea aparece por vez primera en Fisica en el marco de los estudios
de las transiciones de fase magnéticas de Pierre Curie y Pierre Weiss y hoy se
aplica de manera generalizada a cualquier problema con multiples constituyen-
tes acoplados. El reemplazamiento de las interacciones sobre un determinado
componente del sistema por un campo promedio o efectivo, denominado en
ocasiones campo molecular (en terminologia de Weiss), reduce el problema de
muchos cuerpos a un problema efectivo de un cuerpo. En este sentido pue-
de verse como una técnica general de tratamiento de sistemas acoplados, en
muchas ocasiones un primer paso en su tratamiento estadistico. La teoria de
campo medio se conoce con nombres muy diversos en diferentes campos: teo-
ria de van der Waals, aproximacién de Bragg-Williams, modelos en una red
de Bethe, teoria de Landau, aproximaciéon de Weiss, teoria de disolucién de
Flory-Huggins, teoria de Schentjen-Fleer, etc.

Las teorias de campo medio pueden verse como una expansion de orden
cero de una teoria de campos en torno a la media del campo. Todas las fluc-
tuaciones de éste se desprecian y se reemplaza el campo por su valor medio
© — (). A pesar de esta simplificaciéon, normalmente el campo medio pro-
porciona una buena primera aproximacién cualitativa a la fenomenologia del
sistema acoplado, y se usa como primera aproximaciéon al problema general de
su termodindmica. Esta aproximacién suele producir mejores resultados a me-
dida que aumenta el nimero de cuerpos acoplados, lo que sucede al incrementar
la dimensionalidad del espacio o el rango espacial de las interacciones.

La quiebra de la validez de un modelo de campo medio (i.e., el punto a
partir del cual la importancia de las fluctuaciones no es despreciable) se evalia
usando el criterio de Ginzburg, como veremos en el tema siguiente, lo que obliga
a considerar las fluctuaciones.

213
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7.1. Base formal de las teorias de campo medio.
Desigualdad de Gibbs-Bogoliubov

La base formal de la teoria de campo medio es la denominada desigualdad
de Gibbs-Bogoliubov (o simplemente desigualdad de Bogoliubov), que establece
que la energia libre de un sistema cuyo hamiltoniano es de la forma H =
Hy + AH tiene una cota superior dada por:

F < Fy+ (AH)o = (H), — TSo, (7.1)

donde el subindice 0 indica que el promedio se calcula con la colectividad de
equilibrio del sistema de referencia con hamiltoniano Hy y funciéon de densidad

1
po = ZefﬁHO : (7.2)

Por su interés demostremos a continuacion este resultado, auténtica base de las
teorias variacionales.

7.1.1. Desigualdad de Gibbs-Bogoliubov

Teniendo en cuenta que p o< e #Ho+AH) 15 expansién perturbativa de la
funcién de densidad del sistema, p = e~ #(Ho+AH) "eg (véase Apéndice D.5)

B
e_ﬁ(Ho-‘rAH) :e—ﬂHo _/ e—(,@—u)HUAHe—uH(,du
0
B pur
+/ / dulduge_(ﬁ_W)HOAH . e—(u2—U1)H0AH€—u1HOM
0 0
(7.3)

Tomando la traza del operador anterior Ce ¥ = Tr [e‘B(HO*‘AH)} y usando
el hecho de que Tr (AB) = Tr (BA) , tenemos:

B
e*’@F:e*BFO—/ duTr(e*’BHOAH)
0

B ul
+ / / duydus Tr [e‘BHOe_(“l_“2)H°AH6_(“2_“1)H°AH} + ...
o Jo
(7.4)

Haciendo w = u; — ug y promediando, obtenemos:

B
e PP = e Blo_gTy [e_ﬁHOAH}—f—g/ dw Tr [e_ﬂH"e_wHOAHe“’HOAH]+...
0

(7.5)
Sean |m) y |n) los autoestados de Hy y E,, y E,, sus respectivos autovalores.
Asi, teniendo en cuenta que

Tr [e_ﬁHOAH] = Z (n| e PHOAH |n) = Ze_BE"AH,m, (7.6)

n
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Tr [e_ﬁH"e_wHOAHewHOAH] = Z e PEneg=w(En=Em) NI AH,..., (7.7)

donde se ha usado que Y |m) (m| =1, la Ec. (7.5) se convierte en:

m
¢—BEm _ o—BEn

TR |AHpn|*+... (7.8)

_ _ - B
e ﬁer ’BFO—Z,BE ﬁE"AHnn-Fg;

n
Ademas, si m = n,
_BEm J— _BEn
e e
= Be PEn, (7.9)
E,—FE,

Si F; es un componente de la energia libre del orden i en el pardmetro pertur-
bativo, es posible realizar una expansion perturbativa de la energia libre de la
forma F' = Fy + F| + F5 + ..., entonces

e*ﬁF _ 6*5F06*ﬁ(F1+F2+...)
—BF, 62 2
=e 0 1—ﬁF1—ﬁF2+7(F1+F2+) —|—

— ¢BFo [1 — BF, + (’822F12 — 5F2> + ] , (7.10)

donde se han incluido términos de segundo orden. Identificando los diferentes
sumandos de las Ecs. (7.8) y (7.10), tenemos:

*eiﬁFOFl == ZﬂeiﬁEHAHnnv

¢—BEm _ o—BEn

2
o (GEsn) = X e A

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos:

Tr AHe PHo
AH,,e BB\ ¢BF —BEm _ oBEn
F, :é >on 2 e e e |AHm,,\2
2 >, e PEn 2 = E,—-E,
AHp,|* e PEn
_ B2 A | T (7.13)
2 >, e Pk
Utilizando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
2
> anbn| <D lanl?[ D [bal? (7.14)
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112

wry

podemos probar que para cualquier conjunto de niimeros w,, positivos
20.-8 3
N wn @ 2
nfn _ 2pWn |an]

f’<\ n QZn
- (X, wa)? S Xawn
(7.15)

Aplicando (7.15) a los términos primero y tercero del miembro de la derecha
de la Ec. (7.13) obtenemos:

‘ Zn Wn@n ?
Zn Wn

Zn Wn

1 1
2,32
. | E n WnWn Gp

¢—BEm _ o—BEn

1
< ——ePho E - < ,
Fy, < 5¢ FE. <0, (7.16)

m#n

pues todos los sumandos son positivos necesariamente. Consideremos ahora que
H se escribiese como funcién de un parametro perturbativo A

H(\) = Hy+ MAAH, (7.17)
de tal manera que
F(A)=Fy+ A+ NF+0(N). (7.18)
En este caso F’ (0) = Fy. Ademds, es facil ver que F” (\) < 0 VY usando el
siguiente argumento. Sea:
FA+9)=FN 4+ (\)+vA)+0(7%). (7.19)
Si usamos que H (A\) = Hp y que H (A ++v) = AH, la Ec. (7.15) nos garantiza
que F> < 0y por tanto:
_ dPF(A+7)

F//

—2F, < 0. (7.20)
v=0

Asi pues, en la expansién perturbativa (7.18)

FO <SR +ARVAF=F(1)=F+F +..(A=1) < Fy+ (AH),, .
(7.21)

Usando ahora que Fy = (Hy) m, — I'So, tenemos
F < (Ho)y, + (AH)y, —TSo = (H)y, — TS0, (7.22)

lo que prueba finalmente la desigualdad.

7.2. Aproximaciéon de campo medio

Una vez demostrada la desigualdad, trataremos ahora de calcular el sistema
desacoplado efectivo que mejor aproxima a uno de un sistema acoplado con

colisiones binarias:
Hy Hy+U(&,...&N)

1
H0+AH=H0+2(Z:)V1‘]‘ (&i,&5) (7.23)
i,
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donde el hamiltoniano de referencia corresponde a un sistema no interaccio-
nante

N
Hy = th‘ (&), (7.24)

siendo &; los grados de libertad asociados al componente i-ésimo del sistema,
y hemos supuesto -como en la mayoria de los casos interesantes- colisiones
binarias. En estas condiciones, nuestro problema equivale a encontrar el sistema
de referencia que, usando tUnicamente términos monoparticulares asociados a
grados de libertad de componentes individuales, optimice la aproximaciéon a
la termodinamica del sistema. Este sera aquel que minimice el miembro de la
derecha de la desigualdad de Gibbs-Bogoliubov, aproximandose de esta manera
lo méximo posible al sistema real acoplado. Este sistema de referencia que
buscamos es el que constituye la denominada aproximaciéon de campo medio
al sistema real, y corresponde a sustituir el sistema original por uno formado
por particulas independientes pero sometidas a un campo efectivo resultado
de las interacciones con el resto del sistema. Procedamos ahora al calculo de
este campo efectivo en condiciones muy generales usando la desigualdad de
Gibbs-Bogoliubov.

Para el hamiltoniano en la Ec. (7.23) la energia libre del sistema de refe-
rencia -correspondiente a Hy, el hamiltoniano del sistema ideal- se escribira de
la forma

Fo=Try [Ho (&---6n) po (§1--6n)] + kT Tra [po (§1.--6n) log po (&1---En)]
(7.25)
donde Try representa la traza calculada sobre los grados de libertad de los N
componentes del sistema y py estd dado por:

e—BHo(&1...6N) 1 1

po (&1 dN) = ———F—— = —e Pihoilt) — @ —

—Bhi(&) — )
Zo ZO i Zoi c (?PO (52) ’

(7.26)
donde ® representa el producto de Kronecker de los operadores monoparti-
culares.! Por lo tanto, de acuerdo con la desigualdad de Gibbs-Bogoliubov la
energia libre del sistema acoplado verifica

F <Fy+ (AH)y

=Try [Ho (§1.-6n) ? Po (fi)] + Try Z Vij (&i&5) ? po (&)
(4,9)

+kaT Ty [ (6)1n (900 )] (727

IRecordemos que la traza de un producto de Kronecker es el producto de trazas,

TreA; = | | Tr A;.
I'i 1:Ir
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lo que es lo mismo, teniendo en cuenta que Trpo(&;) = 1,

< ZTrz Po fz)hOZ gz ZTrZJ ij &af;)ﬂo (61) £0 (f])}

1,

+ kT Z Tri [po (&) In po (&)] - (7.28)
i=1
Es evidente entonces que el sistema (i.e., el operador densidad) que mejor
aproximard la termodindmica del sistema real serd aquel que minimice el lado
derecho de la ecuacién anterior sometido a la restriccién ), Tr; po(§) = N,
que garantiza la normalizacién apropiada del operador densidad obtenido. Si
construimos el lagrangiano,

L{pOz fz } <ZTrz 0o fz hOz gz ZTrzj 7 fufg)ﬂo (gz) Lo (gj))

,J

—|—kBTZTr1p0 (&) 1In po (&) +aZTer0 &), (7.29)
i=1

y hacemos 6 L = 0, tendremos:

oL
m Xi:TI‘Z o gz hOz(gl)] ik

b5 D o (Vi (669 Biugo (66) o (6) + o (6) o (65)

N
+kpT > Tri[po (&) npo ()] ik + Y Tri po(&)6ix = 0, Yk

i=1

(7.30)

lo que, usando la simetria de V;; (&;,&;) nos conduce inmediatamente a que la
funcién densidad que mejor aproxima la termodindmica del sistema acoplado
es:

1 _
p(§17£27"'751\7) e 5Heff 51’527 7€N le 52 )

ZN
pi (&) = %e‘ﬁhiMF(fi)’
hwa (&) = hoi(&)+ Z Tr; [Vij (&:,Q)péj) (5j):| L (7.31)

{ilGi.5)eP}

con la suma extendida al conjunto de pares en interaccién (P). Como vemos este
operador densidad corresponde a un sistema de particulas no interaccionantes
bajo la acciéon de un potencial efectivo generado por el resto del sistema, siendo
el dltimo término de la ecuacién anterior el que condensa la interaccion de
todo el resto del sistema sobre una particula del medio, promediada sobre la
distribucién de equilibrio.

Apliquemos a continuacién los resultados anteriores al tratamiento de dife-
rentes sistemas de particular importancia en la aproximacién de campo medio.
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7.3. Sistemas reales en la aproximacién de cam-
po medio

7.3.1. Gas real clasico: ecuacién de estado de van der
Waals

Consideremos un sistema en el que existen N particulas de masa m en
un recipiente de volumen V que interaccionan mediante potenciales de corto
alcance, dando lugar a una energia potencial U (g1...gn ). Considerando que el
sistema puede tratarse clasicamente

N
bi
H = U 7.32
;2m+ (q1--an), (7.32)
1 _ N N

Supondremos, ademés, sistemas de baja densidad por lo que iinicamente hemos
de considerar interacciones de dos cuerpos simultdneamente (i.e., colisiones
binarias), por lo que, como es habitual:

U(qi.-.gn) = Zvij (qij) - (7.34)
i<y
Por simplicidad, las particulas las se consideraran sin estructura interna, por
lo que los potenciales dependerdan tinicamente de la distancia entre particulas
y no de la orientacién de las mismas:

vij = viz (Irijl) - (7.35)

Un fluido que puede describirse en términos de potenciales, pares, centrales y
de corto alcance se denomina fluido simple.

Aproximacién de campo medio

Consideremos una particula determinada del gas. Las N — 1 restantes es-
tan repartidas uniformemente en el volumen del recipiente y se nos aparecen
como un medio practicamente continuo. Si despreciamos la influencia del mo-
vimiento browniano de la particula “central” sobre este medio, dicha particula
estd sometida a una energia potencial Uesy (g;) dependiente Ginicamente de su
posicién. Como hemos visto con anterioridad, este campo se denomina campo
medio y es el resultado de la actuacién sobre cada una de ellas de las restantes
particulas del sistema. Como vimos en la seccion anterior, en esta aproximacion
la energia potencial multicorpuscular U (q1...gqn) se puede expresar como una
suma de términos monoparticulares (dependientes tinicamente de los grados de
libertad de una particula, en este caso las posiciones):

N
1
U(gi..gn) ~ 3 Z Uesf(g;) = Monoparticular (7.36)
i=1

campo externo efectivo
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De alguna manera, la aproximacién de campo medio “desprecia” las correla-
ciones entre particulas convirtiendo un problema multicorpuscular (debido a la
existencia de interacciones) en un problema de particulas independientes. En
efecto, la Ec. (7.36) implica que, en la aprozimacién de campo medio, el siste-
ma se comporta como un conjunto de particulas independientes en un campo
efectivo. Esta es la base de la aproximaciéon de campo medio: Suponer que todas
las correlaciones entre particulas pueden subsumirse en un campo efectivo en
el seno del cual fluctian, de manera independiente, las particulas del sistema.
Las correlaciones se reparten entre todo el volumen del sistema, perdiéndose la
informacion sobre las mismas.

Sistema en Sistema
interaccién independiente
- Existen Correlaciones - No Existen Correlaciones

-Particulas Interaccionantes Campo Medio -Particulas Independientes en
un campo efectivo

-Problema Multicorpuscular
-Problema monoparticular

N
U=U(f,...,7N) U= Uess(i)
i=0

Como en cualquier otro sistema de particulas independientes, la funcién de
particién factoriza en la aproximacion de campo medio:

1 P;
IN = Nipaw /dee_ﬁ e /dq e~ 3 T Uesslaw), (7.37)
Considerando que el entorno es similar para las NV particulas
1 3N —BUess(a) "
7l N
_ T% [/ dqe—gUeff(Q):| 7 (7.38)

donde foj es la funcién de particion del sistema ideal en el limite clasico.

Por otro lado, debido a las interacciones de volumen excluido con las mo-
léculas vecinas, una molécula puede ocupar un volumen menor que el volumen
total de la caja. Existe un volumen Vj prohibido para la particula. Ademas,
en el interior de dicho volumen, y debido a efectos de compensacion de las
diferentes interacciones, podemos considerar que el potencial efectivo es una
constante. Luego:

Uerr (@) = U (7.39)
¥y, por tanto, la funcién de particién (7.38) queda:
25 [ s N2l —eww N
Zy =i {e : /V B dq} = 2 T ) (7.40)

donde vy es el volumen excluido por particula. A partir del modelo de esferas
duras, podemos evaluar el volumen excluido. El potencial de interaccién en este
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modelo es:

v(r)= 0 resto (7.41)

{oo r < 2R

El potencial anterior puede considerarse como el limite de los potenciales in-

termoleculares (e.g. Lennard-Jones) y, en general, como el modelo de potencial
repulsivo. El volumen excluido por par de particulas es %71’ (2R)‘3 . El nimero de

pares que podemos formar con las N particulas es ( ];7 ) = M Luego,
el volumen excluido total es:
N(N-1) 4 2 2
Vo = % : gw(2R)3 ~ §N27T(2R)3 = ng%{’ = bN?, (7.42)

donde p; = 2R es la distancia de méximo acercamiento/aproximacién entre
particulas en un potencial de esferas duras.

[ N=6-10% [ r(A) [ v (m®) 1077 |

He 0.92 9.8
Ne 0.71 4.5
Ar 0.98 11.2
Kr 1.12 17.7
Xe 1.31 28.0

Tabla 7.1: Radios de van der Waals y volumen excluido por particula de dife-
rentes gases atémicos

2
o
= 1
=
&
[
I e —
£
2 -1 -
2 Empirical
;E Lennard-Jones ===+
-2
3 4 5 6 7 8

Distance (A.U)
Figura 7.1: Potencial de Lennard-Jones

Por lo tanto,
1 2mmkgT 3é\7 U V N
mKpB 8 oN 0
ZN = = (h2 > e 2 (‘/ — ) (2.43)
1 2mmkpgT Sé\’ U
N
— < ”};23 > e B % (V — U )N ) (744)
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donde vy = % = %wplN = DN es el volumen excluido por particula. Para la

evaluacién de Uy usamos como modelo el potencial representado en la Fig. 7.1,
conocido como potencial de Lennard-Jones. En general:

Uy = / n () U (r) dr, (7.45)

donde u () es la densidad local de particulas del fluido. En nuestro caso, supo-
niendo impenetrabilidad por debajo de r = p; = 2R y distribucién homogénea
en el resto, tendremos

0 r <2R
= 7.46
n () {Nvlzl‘\j r>2R (7:46)
Luego:
N 4 N
Up = / ~U(r) i / (7.47)
or V

Usando el potencial intermolecular tipico de Lennard-Jones, el potencial efec-
tivo es

8.4 —64 N
Uy’ = 5 Ni 03‘7;pf TNUOV ~2a7, (7.48)

donde hemos usado que el parametro Uy del potencial LJ es independiente de

r, v hemos definido a = 332 ugg. Asi, la funcién de particién sera:
Zl N e . BN\ ay2
In = Vﬁ, (V = bN)"™ eFsTv = Z!¢ (1 - V> e*BTv (7.49)
de manera que
BN\Y _an2
Iy = 71 (1 - V) eFBIV (7.50)

que es la funcién de particién de un gas real en la aproximacién de campo
medio de Van der Waals. La energia libre de Helmholtz del sistema sera:

bN N

F=—kpTlhZy = —kpTn 2 — NKpTln (1 - v) - “7 (7.51)

A partir de aqui podemos calcular la presién del sistema de la forma habitual

_ oF Oln ZN NkBT CLN2
P <av> B < v )TN V_bN V2’ (7.52)
lo que conduce a la conocida ecuacién de estado de van der Waals (1873):
_ aN?
<p + V2 ) (V—bN) = NkgT. (7.53)
De la misma manera podemos obtener la energia interna como
_ olnZy 3 aN?
E=- = —NkpT — — 7.54
ap 20" vV (7:54)

donde el primer sumando del derecha se corresponde con la contribuciéon de la
energia cinética y el segundo con la energia potencial.
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7.3.2. Teoria de Debye-Hiickel: interacciones de largo al-
cance.

En el caso de sistemas de particulas cargadas en las que existen interac-
ciones coulombianas el tratamiento anteriormente tratado para el gas de van
der Waals no es véalido. Consideremos como sistema modelo un gas de parti-
culas cargadas completamente ionizadas, denominado plasma completamente
ionizado. En general se verifica la condicién de electroneutralidad

> Naga =0, (7.55)

donde ¢, es la carga de una particula de la especie «.. Esta condicién es necesaria
para la estabilidad del sistema en fase homogénea. Dos particulas ¢ y j del
plasma de cargas ¢; y g; situadas en los puntos r; y r; del fluido interaccionan
mediante la ley de Coulomb

1 qig
4me "I‘i — Tj| ’

uij (rij) = (7.56)
donde € es la constante dieléctrica del medio en que se encuentran inmersos
los iones. Este método puede describir tanto gases ionizados, como disoluciones
electroliticas, donde en primera aproximacién podemos considerar el disolvente
como un medio continuo sin estructura (modelo primitivo) que dUnicamente
aporta al problema sus propiedades dieléctricas.

La funcién de particion del sistema es, en el limite clédsico,

SC N IBU( )
v =2 / dr . (7.57)
Supondremos, como de costumbre, la aditividad de la energia potencial y coli-
siones binarias

4i4;
i \T4 7.58
Z“J Tij) Z4ﬂ6|n_,ﬂj| (7.58)

Z#J

que podemos reescribir como
N
=3 > aipi (ri) (7.59)
i=1

donde ¢; (r;) es el potencial creado sobre el i6n ¢ en la posicién r; por los N —1
restantes, dado por:

pi(r) =Y (7.60)

o 47‘(6‘7"1' —7’]"

Debido a que la interacciéon es de largo alcance, la integral de la funcién de
particién, que hace intervenir las posiciones de todas las particulas que inter-
accionan con una dada, es divergente. Sin embargo, como veremos, el apanta-
llamiento de carga que va a tener lugar en el seno del plasma permitira resolver
el problema, ya que los potenciales efectivos seran de corto alcance.
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Debido al hecho de que no podemos obtener una funcién de particién para el
sistema nos vemos obligados a calcular directamente valores medios. Aplicando
el principio de superposicién, la energia media (interna) del sistema puede
escribirse como el de un sistema de cargas independientes

N
1 _
E=Uj; = 3 E gt (r) (Principio de Superposicién) (7.61)
i=1

donde 1); es el potencial promedio creado por el sistema sobre el ion i. De la
Ec. (7.61) deducimos que es necesario calcular el potencial promedio que “ve”
el ion 4, creado por el resto del sistema. Este es el objetivo principal de la
denominada teoria de Debye-Hiickel, que se configura asi como una teoria de
campo medio. La hipétesis fundamental de ésta es la posibilidad de reducir el
efecto del entorno a la creacién de un campo promedio. En efecto, en un instante
determinado, una particula interacciona con todas las demas del plasma, o con
un numero suficientemente grande de ellas, lo que provoca que el campo total
sea el resultado del medio en pleno. Este es el fundamento de la aplicabilidad
de la hipotesis de campo medio y de la consecuente independencia estadistica
de las particulas del plasma.

Para el calculo de ¥; (r), potencial promedio creado por el ion i en el seno
del sistema, i.e., el creado por el sistema sobre dicho ion (salvo una constante
aditiva)?, Debye y Hiickel supusieron la validez microscépica de la ecuacién de
Poisson

V2, () = ~ 20 (7.62)

€

Se supone, asimismo, que una de las especies iénicas forma un fondo neutrali-
zante sin estructura por lo que el plasma queda reducido a una tinica especie.
La densidad de carga en la ecuacién anterior estd relacionada con la energia
potencial en las inmediaciones de un determinado ion. La densidad de carga
promedio a una distancia r de uno ¢ sera

pi (r) = @id(r)+ > nijq; = q:(r)+ Y _ aingi;(r) = ¢i6(r)+>_ gmze Wi,
j J j
(7.63)

donde W;; (r) es el potencial de la fuerza media entre el ion i y el j en el seno
del sistema. El ion j “ve” el campo medio creado por el 7, ¥; (1), a esa distancia,
por lo que es posible aproximar

Wij (r) = ¢;; (r) - (7.64)
Por lo tanto, la densidad de carga en las inmediaciones de la particula i sera

pi (r) = qié(r) + Z anje_ﬁq-“&"(r) , (7.65)
J

2El equilibrio mecénico en el seno del sistema exige que Fj,,, = —Fy,; y por tanto 1; +1j;; =
cte, ¥} : potencial. promedio creado por el medio sobre i
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lo que nos lleva a la siguiente expresiéon para el potencial
- 1 B4,
V23 (r) = - qunje Baipi(r) (7.66)
J

ecuacion que se conoce como de Poisson-Boltzmann. Naturalmente, en condi-
ciones de alta temperatura y alta difusion, esta ecuacién puede linealizarse de
modo que

V24 (r) qu njahi(r (7.67)

A la ecuacién anterior debe anadirsele 1a contribucién del propio ion central,
de modo que (7.66) y (7.67) se modifica de la forma:

V3 (r) = an e v () 4gio(r) |, (7.68)

V24;(r) Zﬁq]nm )+ qid(r) | - (7.69)

Prescindiendo del subindice i podemos escribir:

V23y(r) = —7(5 ﬁ anqfi/)

—:5(1“) + E3e(r), (7.70)
donde hemos introducido el pardmetro de Debye
B
k2 = - qu.nj : (7.71)
J
Transformando por Fourier la Ec. (7.70), tenemos:
20k = —— 1 1 g2
— 1

(k) = —2 (7.73)

e(2m)® K2+ K

La obtencién del potencial promedio en el espacio real obliga a invertir la
transformada de Fourier anterior:

B(r) = / R (k) dk

* K2k [T -
= %27{’ 1312 / sin 6€Zkr cos 9d9
(2m)" € o K*kp Jo

_ q > kdk ikr —ikr
o 47r26i7"/0 k% + k2 e e ]

q 0 keikr
= dk. 7.74
Ar2eir /oo k2 + k2 ( )
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Extendiendo la integral anterior al plano complejo (k — Re(k) +iIm (k)) y
aprovechando que el integrando se anula cuando |k| — oo hacemos:

dk zkr kezkr "

en la curva de la Fig. 7.2.

Figura 7.2: Trayectoria de integracién de la Ec. (7.75)

Usando el teorema de los residuos y que el integrando tiene un tnico polo
dentro de la trayectoria v (k = ikp), tenemos:

B q keikr q )
= dk = 2 R

v (r) dm2eir 7{ k% + k2 4dm2eir (2mi) zk: es (f (2))
s k ikr .

N 47T2€r27r kl—lglip k% + k% e (k = ikp)

= 9 —kor (7.76)

4dmer

que es la expresién de un potencial efectivo igual a un potencial coulombiano
apantallado por el efecto de las interacciones de la particula central con el res-
to del sistema y l<:151 representa el alcance de la interaccion, i.e., el radio de la
atmésfera iénica en torno al ion central. En el calculo del potencial promedio
anterior hemos incluido la propia particula central. Para calcular la energia
media de un ion en el medio hemos de conocer el campo creado por el siste-
ma sobre la misma, i.e., descontar su contribucién propia (autoenergia). Asi,
usando el principio de superposicién en la Ec. (7.61) tenemos

P (r) = d (e‘km' — 1) ~ —akp , (7.77)

dmer 47e
lo que nos lleva a una energia interna
_ Nq2
4dre

Uor = kp. (7.78)

7.3.3. Teoria de Thomas-Fermi y teoria del funcional de
la densidad

El tratamiento de sistemas multielectrénicos en el marco de la teoria del
funcional de la densidad (DFT por sus siglas en inglés) es un buen ejemplo



227 Teorias de Campo Medio

de teoria de campo medio autoconsistente, pues el problema de N particulas
interactuantes entre ellas, y confinadas en un cierto potencial externo wv(r),
se redefine (en el modelo de Kohn-Sham) en términos de un sistema artificial
donde las particulas no interactian si no que se mueven bajo la accién de un
potencial efectivo, ves(r), que debe modelar los efectos de la interaccién del
sistema fisico original de forma que ambos problemas sean equivalentes (i.e.,
tengan la misma distribucién de densidad y por lo tanto la misma energia).

La base formal de la teoria del funcional de la densidad son los denominados
teoremas de Hohenberg y Kohn (1964), que establecen que:

1. La densidad electrénica en el estado fundamental n(r) es un funcional
del potencial U(r).

2. El potencial U(r) es un funcional tnico (salvo una constante) de la den-
sidad electrénica n(r).

La demostracién de estos teoremas puede encontrarse en Hohenberg & Kohn
(1964).

Asi pues, estas dos magnitudes se determinan reciprocamente y la energia
del estado fundamental es un minimo respecto a variaciones en la densidad elec-
trénica, n(r). En ausencia de campo, tenemos cinco términos que contribuyen
al estado fundamental del sistema multielectronico.

1. La energia cinética.

2. La energia potencial “externa” que procede de la interaccién con el en-
torno, U(r).

3. La energia electrostatica en la aproximaciéon de campo medio de Hartree,
Vi (r), correspondiente al resto de los electrones.

4. La energia de intercambio, V(7).
5. La energia de correlacion, V.(r).

Las dos tltimas se tratardn en el tema correspondiente a la teoria del funcional
de la densidad. Veamos ahora la construcciéon del resto de términos separada-
mente.

1. Energia cinética: De la mecédnica cuantica sabemos que la energia cinética
de un sistema de N particulas libres estd dada por:

9 N
K= ;—m /er; V! (r) Vi (r), (7.79)

que, de acuerdo con los teoremas de Hohenberg-Kohn, debe poder ex-
presarse en términos de un funcional de la densidad, aunque no se haya
conseguido hasta la fecha. Para sistemas con densidades que varian lenta-
mente en el espacio, un método habitual y aproximado de realizar esto es
usar la teoria orbital-free de Thomas-Fermi, muy inspirada en la manera
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en la que Slater evalia la energia de intercambio a partir de los resul-
tados para fermiones no interaccionantes. Asi, teniendo en cuenta que
la energia cinética por particula de un gas homogéneo de fermiones no
interactuantes etd dado por la Ec. (4.129)

(7.80)

donde el vector de onda de Fermi es kr = (372ng)"/?, y asumiendo que
estas formas funcionales se mantienen para el sistema no uniforme (hipé-
tesis de homogeneidad local), se puede reescribir la energia cinética local
del sistema electrénico acoplado inhomogéneo como

3h2
10m

2/3

K(r)= [3m2n(r)] ™", (7.81)

de modo que la contribucién total de la distribucién electrénica es (en
Rydbergs):

T = / drn(r)K(r) = ﬁj (;)2/3 / () dr. (7.82)

Las predicciones de este término pueden mejorarse utilizando el término
de Weizsacker (1935),

2 2
i LI [y O00E,
8m n(r)

(7.83)
2. Energia potencial U(r): Evidentemente este término puede escribirse co-
mo un acoplamiento del campo con la densidad electrénica

Fow = / drn(r)U (r). (7.84)

3. Energia potencial electrostatica en la aproximacién de Hartree, Vg, que
puede escribirse como,

Vg = /drldrgn(m)V(rl —ro)n(ry) = /drlde- (7.85)

A partir de los términos anteriores es posible obtener la celebrada ecuacién de
Thomas-Fermi que regula la dindmica de un sistema multicorpuscular de elec-
trones en términos de su densidad y se considera un precedente de la moderna
DFT. En efecto, si minimizamos el funcional de energia de Thomas-Fermi que
agrupa las contribuciones de los tres términos anteriores,

Brein(n)] = 3% [near+ [arnur) + [ ariar, ")

(?2!56)
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y lo igualamos al potencial quimico del sistema, tenemos:

0ETF
on(r)

Vi(r) = / ar' ) (7.87)

r—7'|’

= [32n(m)] " + U@) + Vi (r),

que conduce a la conocida ecuacién de Thomas-Fermi:

V2V (r) = —87n(r) = —3% = U(r) — Vi ()22 (7.88)
Esta teoria semicldsica de la estructura electrénica es una precursora de la
teoria del funcional de la densidad. Como vemos su hipétesis fundamental es
que, en cada elemento de volumen del sistema los electrones se distribuyen
localmente de manera uniforme, aunque su densidad varia en el espacio de
un punto a otro. Evidentemente, esta teoria no contiene la energia de canje
asociada al principio de exclusiéon de Pauli, para lo que Dirac introdujo un
término en 1928. Asimismo, desprecia las correlaciones electrénicas, lo que,
segtin probo6 Teller, no permite describir enlaces moleculares. Trataremos este
término posteriormente.

Por lo que respecta al apantallamiento de la interaccién electrostéatica en
el seno del gas de electrones, puede obtenerse de manera directa como sigue.
Consideremos la variaciéon de la energia de Fermi debida a la variacién de la
densidad asociada a un potencial externo, ¢, se escribe de la forma

on _ 30er

71_26}7‘ _QEF,

_3ep

(7.89)

donde hemos usado que la densidad del gas de electrones no relativistas en
una caja es, N ~ 26?}/2/3, y dep = eyw. Usando ahora la ecuacion de Gauss,

podemos escribir:

D = ¢E+P=¢kFE+pp=coE —ednd(r),
_ikD(k) = —ikE(k)— eon,
3e2p(k)
= —Kkpk) - -,
plk) =5 peatl

Teniendo en cuenta que D(k) = e(k)E(k) = —ike(k)p(k), tenemos:

3e2p(k
Belkyok) = —kp(k) -2 EH,
€EF
3 ne?

A partir de esta funcién dieléctrica podemos obtener de manera inmediata el
comportamiento espacial del potencial creado por una distribucion electrénica.
En efecto, para un electrén en el interior del sistema la ecuaciéon de Poisson
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conduce a
e
k’2<P(k) = ( ) p(k) = m’
o(r) = feiljw, (7.91)
donde 3 ne?
k2p = e (7.92)

7.3.4. Teoria de Bragg-Williams

Consideremos ahora el problema de la adsorcién de moléculas en una red
unidimensional® con M sitios equivalentes* (M — oo). Cada uno de ellos puede
estar ocupado o vacante y consideremos que la funcién de particiéon de cada
particula adsorbida es ¢ (7). Entre las particulas adsorbidas puede (o no) haber
interaccion de energia w. Como vimos en el tema 3, en el caso de sistemas sin
interacciéon se obtiene de manera directa la isoterma de Langmuir o la BET
para adsorbatos ideales. Cuando existe una energia de interaccién entre par-
ticulas vecinas adsorbidas (w) obtenemos un problema que puede ser resuelto
de manera analitica en el caso unidimensional. Asi, la energia potencial de una
configuracion con Np; pares de vecinos més préximos ocupados es Nyjjw. Este
nimero puede relacionarse con el de pares ocupado-desocupado (Nig) como

2N = 2N11 + Nos, (793)
2(M — N) = 2Ny + Noi. (7.94)
Asi pues, una configuracién con N moléculas adsorbidas en M sitios y Noi
pares 01 (nivel energia) tendrd una energia
No1

E (No1) = Nyjjw = (N - 2) w. (7.95)

Sea g (N, M, Ny1) el ntimero de estados con esa energia. Entonces:

Z(N,M,T) =Y g(N,M,Noy)q"e N1

Noy
:Zg(N,M;Nm)qu_B( -t
No1
= [q(m) e P13 g (N, M, Noy) 5. (7.96)

No1

Asf pues, el problema se reduce a calcular el factor de degeneracién (densi-
dad de estados, véanse ejercicios 7.1 y 7.2)
NI (M — N)!

[N = ST =N =

g(N, M, No1) = (7.97)

3Un buen modelo con w # 0 es la adsorcién de particulas en sitios de adsorcién repartidos
por la cadena de un polimero.

4 Aunque formulemos la teorfa en este marco, podriamos usar cualquier otro problema
isomorfo de una red (gas reticular, Ising, etc.)
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lo que lleva a que

NG 20(1-0)
2M  B+1

B=[1-40(1—0)(1—eP)]2. (7.98)

Notemos, ademas, que podemos reescribir la expresién del ejercicio 7.2 como
la expresion de la constante de equilibrio de una reaccién

2(01) = (11) + (00), (7.99)
Nf Ngoy _ e
= . 1
2N 1 (7.100)

El potencial quimico se puede calcular a partir de la funcién de particién como:

InZy = Nlnge ™ +1n {g . eg”Ngl} , (7.101)

OlnZy _ dlng
_BM:( ) =lIng-e ﬁ“—l—( ) . (7.102)
ON T,M ON Ny, T, M

—wkpT. y = B—1+4+20

y = Age I gy, (7.103)

Este modelo ha sido resuelto analiticamente para dimensiéon D > 1 Uni-
camente en el caso D = 2 y para N = % En general, al igual que en otros
problemas de N cuerpos acoplados, hemos de acudir a aproximaciones para
tratar el sistema. La aproximacion de Bragg-Williams es posiblemente la maés
simple de todas ellas y es el equivalente al modelo de campo medio de van der
Waals en la teoria de gases imperfectos y liquidos. En esta aproximacién el
célculo de la degeneracion configuracional y de la energia promedio derivada
de las interacciones entre vecinos proximos se manejan de manera que se supo-
ne una distribucién aleatoria de moléculas en los sitios (de adsorcién, en este

caso). En este supuesto la aproximacién de campo medio implica que

Zn (N,M,T) =" g(N, M, Noy)g"e N
No1
~ > g (N, M, Noy) ¢Ve P, (7.104)
No1

donde se supone que todas las configuraciones con la misma NV tienen el mismo
numero promedio de pares en interaccién (Nu). Asi:

Zy (N, M, T) = e PN1egN N g (N, M, Noy)
Nox

M! N _—BNn
S L — w 7.1
NN e (7.105)
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Naturalmente, si tenemos una distribuciéon aleatoria de particulas adsorbidas
en la red,

— ZN ZN?
N = 7N = —
WO T am T
M! _gzN?,

Fijémonos que este resultado es idéntico al obtenido para la energia de in-

teracciéon al caso de gas de van der Waals (#), por lo que podemos decir
que?
N
oM™
es la energia asociada a un campo efectivo creado por todo el sistema sobre
cada particula adsorbida en el polimero. Consecuentemente,

cN3w
InZy = ~fF = MInM ~ NInN — (M = N)In (M = N) + Nlng — gm0
(7.107)
0lnZy M! dIng
S =1In N+T< a7 >N,M n(N!(M—N)!>+ <nq+7 dr >7
(7.108)
olnQ 2wb?
— - = —1 1_ .1
5% <5~M )N.’T e n(l-0), (7.109)
wzf
(')anN ers”
; :_( ) e T 7.110
H ON ) yr (1-0)q ( )
Asi pues,
Bu Bz
g _aetet (7.111)

T 1+ geBreBnzt”

7.3.5. Teoria de Flory-Huggins

Esta teoria es una generalizacion directa de la teoria de Bragg-Williams
para soluciones binarias. Esta tltima es apropiada para moléculas de aproxi-
madamente el mismo tamafo, algo que no se cumple en absoluto en el caso de
una disolucién polimérica. Por lo demas, salvo esta asimetria, la hipdtesis de
mezcla aleatoria en una red se mantiene. Analicemos en primer lugar la teoria
de Bragg-Williams para una disoluciéon binaria convencional. Consideremos una
disolucién incompresible con N 4 moléculas de tipo A y N moléculas de tipo B
que llenan el conjunto de celdas de manera tal que no tenemos sitios vacantes,
N+ N = M. De la misma manera que escribimos la funcién de particion del
gas de red, podemos escribir la funcién de particién de la disolucién como

Z(Na,Ng,T) = ¢\* (1) gy (1) Z g(Na,Na+ Np,Nag)e "W, (7.112)
Nap
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donde:
W = Ngawaa + Nppwpp + Napwap. (7.113)

Conocidos N4 v Ng, Nap determina completamente el microestado, ya que

ZNag =2Naa + Nag, (7.114)
zNp = 2N + Nap. (7115)

Definiendo w = wa4 + wpp — 2wap tenemos:

N N
W = —%NAB-FZTAWAA‘FZTBWBBa (7.116)

con lo que:

w N w N
Z(Na,Np,T) = (qu*ﬁz%‘» ! (de*ﬂZ EB) . Z geg“NAB. (7.117)

Nap

El siguiente paso en la aproximacion de Bragg-Williams, en la cual las mo-
léculas se suponen distribuidas en el reticulo de manera aleatoria, a pesar de
las interacciones moleculares es substituir el niimero de pares AB y la energia
de interaccién por su valor medio, de modo que

E — Eeff = NABQJ, (7118)
- NaN,
Nap ==z ?\/IB. (7.119)
Luego:
—Bzwaa/2 Na —Bzwpp/2 Nes éwIVAB
Z(NaNp,T) = (qae ) (ase ) RN 37 g(Na, Nb, Nag)

Nap

N4!Np!

Por lo tanto el potencial quimico de la disolucién es

2w (1 —x4)
2kpT ’

(7.121)

InZ _
Bra = — (3 S ) —Inz = Ingqe? 44 —
ON4 Np.T

donde z; representa la fracciéon molar de la especie i-ésima de la mezcla.

Volvamos ahora a la teoria de Flory-Huggins. En una disolucién polimérica,
debido a la gran asimetria de tamafo, x; no es una variable adecuada y es
preferible usar la fraccién de volumen del componente i-ésimo

- Ny + MNy’
_ MN;
Ny + MN,’

¢1 (7.122)

02 (7.123)

(qufﬁzwAA/Q)NA <defﬁszB/2)NBB eg‘UNAB (NA +NB)'

(7.120)
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donde ahora M representa el niimero de celdas en que dividimos la disolucion.
Evaluemos en primer lugar la entropia de la mezcla aleatoria del disolvente y de
la cadena polimérica. En este caso la aproximacién de Bragg-Williams conduce
a:

Asﬂ’l

B

= —N1 lngpl - N2 1D(p27 (7124)
y por otro lado, a partir de la Ec. (7.120) se obtiene trivialmente

Moyp1paw

AFE,, = —c
2

= XMOSDlSDQ, (7125)

por lo que,

AF'm = AE»,,L - TAS"L = N1 In ¥1 + N2 In ¥2 + XMOSO1<P2- (7126)

7.3.6. Aproximaciéon cuasiquimica

La esencia de esta aproximacién consiste en suponer que los pares de vecinos
maés proximos pueden tratarse como independientes, aunque obviamente estan
correlacionados pues se superponen. A partir de esta aproximacién se puede
evaluar la funcién g (N, M, Np1) de degeneracién. Obviamente, el nimero total
de pares del sistema formado por N particulas en una red total de M posiciones
es:

N Ny (M-N) No

Niy=———=; No1=Nig Noo =2 5 B (7.127)

El nimero de formas de tomar pares de las cuatro categorias anteriores es:

(21
w (N, M, Ngy) = 2 : (7.128)
Ni1! (Nox!)? Noo!

Normalizando
g(N,M,NOl) = C(N,M)(U(N,M,N()l),

M!
Nzo;g = NI V) - ¢ (N, M) %}w (N, M, Noy) . (7.129)

Aproximando la suma anterior por su valor méximo

dlnw (N, M, N,) Ny  N(M-—N)

por lo que
N M! =
w (N, M, Ngy) = [N'(]W—N)'} ) (7.131)
y por tanto
M 1-Z
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7.3.7. Modelo de Ising en la aproximacién de campo me-
dio

Trataremos ahora este influyente modelo reticular de magnetismo. Este mo-
delo fue propuesto como tema de tesis a Ernst Ising por Wilhelm Lenz para
probar la transicién de fase ferromagnética en una dimensién, aunque lo que
demostré fue su no existencia en una dimensién (resultado que hoy sabemos
correcto), lo que le llevé a una profunda desmoralizacién y a abandonar la fi-
sica estadistica. Aunque un tratamiento exacto de este modelo lo veremos en
el capitulo siguiente, en este punto introduciremos la solucién de campo medio
de un sistema formado por una red de momentos magnéticos p asociados al
espin s = +1 de los iones, acoplados a sus vecinos mas préximos mediante
una interaccién J;;. El hamiltoniano de este sistema en un campo magnético
externo B es el denominado modelo de Ising:

N

H==Y Jisis; —uBY _si, (7.133)

(4,9) =1

donde la suma se extiende a los vecinos mds préximos (i, j) y cada término se
considera una sola vez. La energia media de una determinada configuracién de
los espines es, entonces:

N
Ey== Jiysis; —uB> s, (7.134)
(i.9) i=1

de tal modo que la energia del espin i-ésimo en esta configuracion es:
E(Sl) = —8; Z Jiij - ,U,BSZ', (7135)
(4/in.n.)

donde la suma se extiende a los vecinos méas préximos de ¢. Si promediamos el
entorno de ese spin (sustituyendo s; — (s;)) en lo que constituye el niicleo de
la aproximaciéon de campo medio, tenemos:

E(‘m(si) = —5 Z Jz'j<5j> — ,LLBSZ = *hcmsiy
(4/in.n.)
hem = puB+zJ(m), (7.136)

donde (m) = (s;), Vi es la magnetizacién media por espin. Naturalmente, en
la Ec. (7.136) vemos que en la aproximacién de campo medio el sistema se ha
convertido en uno de espines independientes en el seno de un campo efectivo,
por lo que:

Zn = z{v = 2coshN(thm),
(EYy = —Ntanh(Bhem),
(M) = Ntanh(Bhem), (7.137)
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expresion esta de la magnetizacion que constituye la denominada ecuaciéon de
campo medio:
(m) = tanh [8(uB + zJ{(m))], (7.138)

que conduce a una magnetizacién espontdnea (i.e., a B = 0) si fzJ > 1,
definiendo una temperatura critica de transicién a la fase ferromagnética T, =
2J/kp. Usando que tanh ™' x ~ z+23/3, a acoplamientos débiles (3zJ < kT
la Ec. (7.136) toma la conocida forma:

T ;TC (m) + 1<m)3. (7.139)

B:
Bu 3

7.4. Ejercicios relacionados

Ejercicio 7.1:
Demuéstrese que (Hill (1986)):

NI (M — N)!

N, M, Noy) = . 7.140
, M (M
Noétese que ;Q(N7M>N01) = m = <N>
01

Ejercicio 7.2:
Usando el método de suma por el término maximo, demuéstrese que
@—-—a)(1—6-—a) N Ny,

:—ﬁw = —_— =
a2 e Vil Tva

(7.141)

donde N, es el valor del nimero de pares 01 que nos da el mayor valor de los
sumandos de la funcién de particion candnica
Ejercicio 7.3:
Pruébese la expresion 7.103.
Ejercicio 7.4:

Demuéstrese que la isoterma de adsorcién de la Ec. 7.111 (denominada
isoterma de Frunkin) se obtiene a partir de la isoterma de Langmuir (véanse
los problemas relacionados del capitulo 3) suponiendo que el campo externo
que “ve” una particula adsorbida es un potencial quimico efectivo:

Peff = po + A0 = g + A0, (7.142)

con A = wz.
Ejercicio 7.5:

Demuéstrese a partir de las ecuaciones de estado que la aproximaciéon de
Bragg-Williams (campo medio) predice una transicién de fase en sistemas uni-
dimensionales.

Ejercicio 7.6:
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Estudiese las propiedades termodindmicas en la teoria de Flory-Huggins del
sistema ideal (w = 0), en el que las particulas tienen indiferencia por el tipo de
par al que pertenecen.

Ejercicio 7.7:

Pruébese que, en la aproximacién de Bragg-Williams, las propiedades de

mezcla toman los valores

AF, =zalnz +rplnFp - —2;:TxAxB, (7.143)
ASy,
Mi:B =-—x4lnzy —xplneg, (7.144)
AE,,
A ATE. (7.145)

MkpT  2kpT

Ejercicio 7.8:
Demuéstrense las expresiones 7.124-7.125 evaluando: (T.L. Hill p. 403)

Q (N1, No)

AS,, =kpln ———=.
B Q(OvNQ)

(7.146)

Ejercicio 7.9:
Pruébese que en la aproximacién cuasiquimica

_ Bzw 1—0\""" f—a \*
y = Age _<9 ) (1_9_a> (7.147)

. NG . -
teniendo en cuenta que ov = 3 vy pruébese que la ecuacion de estado es:

q)zln{[(ﬂ+l)(1_9)r 1 } (7.148)

kT B+1-—20 1-0

7.5. Lecturas complementarias

= Hill, T. L. (1986). An introduction to statistical thermodynamics. Courier
Corporation.






Capitulo 8

Teoria de Ginzburg-Landau

8.1. Introduccién

La aproximacién de campo medio, aunque fundamentalmente proporciona
una primera imagen de un fenémeno realista, desprecia las fluctuaciones de
las magnitudes fisicas correspondientes. Estas fluctuaciones son especialmente
importantes en las inmediaciones de las transiciones de fase. Por ello, debemos
introducir un método sistematico para tenerlas en cuenta. La teoria fenomeno-
légica de Ginzburg y Landau proporciona este método general de tratamiento
de transiciones de fase continuas, aunque en origen fue introducido para desa-
rrollar una teorfa fenomenoldgica de la superconductividad (1950).

La idea central de esta teoria es obtener el hamiltoniano Hgp,[p] dependien-
te de uno o varios campos o variables de campo que controlan la probabilidad
de una determinada configuracién de estas variables aleatorias [¢]. Esto nos
proporciona una teorfa de campos efectiva (cldsica) cuyos campos — ¢(r) en
el formalismo continuo- representan promedios espaciales, definidos en domi-
nios suficientemente grandes del pardmetro (pardmetros) de orden, que es una
magnitud fluctuante. Este concepto de una teoria de campos efectiva que re-
presenta fluctuaciones “de grano grueso” (coarse-grained) promediadas sobre
escalas caracteristicas progresivamente mayores, es también la idea central de
la teorfa de grupo de renormalizaciéon de Wilson. La estrategia de Ginzburg y
Landau fue desarrollar la energfa libre “coarse-grained” efectiva S[p] de modo
fenomenoldgico en las inmediaciones del punto critico.

Comenzaremos construyendo la denominada aproximaciéon de Landau en
el caso del problema del ferromagnetismo en una situacion reticular de sitio
unico, para luego generalizar los resultados a N sitios y, posteriormente, a un
problema continuo, antes de construir la teoria de campos exacta. Finalmente,
derivaremos el criterio de Ginzburg para evaluar la validez de la teoria de
Landau tras analizar las transiciones de fase en el marco de esta ultima.

239
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8.1.1. Transiciones de fase continuas: Puntos A\

Como hemos dicho, la teoria de Ginzburg-Landau fue especialmente disena-
da para representar transiciones de fase de segundo orden con ruptura espon-
tanea de simetria y variacién continua de un pardmetro de orden que adopta
valores no nulos en la fase estable por debajo de la temperatura critica y valores
nulos por encima. Estudiemos el comportamiento de la energia libre y de las
susceptibilidades termodinamicas en las inmediaciones de dicho punto critico.
En ausencia de campo externo aplicado que se acople al pardmetro de orden y
para un sistema con simetria bajo inversién del pardmetro de orden (¢ — —¢)
(e.g. sistemas ferromagnéticos a B = 0), dicha energia serd, en general, una
funcién de la temperatura y del propio parametro de orden, por lo que,

ro(7T) 0%+ UO(T)SOZUF”_ (8.1)

(T, ) = Bo(T) + —; 1

con ug(7T') > 0 para garantizar la estabilidad termodindmica. Teniendo en cuen-
ta que los extremos de la funcién anterior son

F(T p=0
<8 ( 790)) =0« 6ro(T) (8.2)
O Jr 0=y

y que por encima de la temperatura critica debemos tener un tinico minimo
a ¢ = 0y por debajo uno no trivial, entonces rq(7") debe ser positiva por
encima de la temperatura critica (7.) y negativa por debajo. Esto se verifica
trivialmente si ro(T) = ro(T — T.). Con estos pardmetros la energia libre es:

(T>T.) F(T) = Fy(T),
(T<T.) F(T) = Fo(T)- 3T a (8.3)
que muestra el comportamiento de la Fig. 8.2.
Estamos ahora en condiciones de analizar las diferentes magnitudes termo-

dindmicas del sistema en la regién critica. En particular, la capacidad calorifica
del sistema sera:

O*F(T, ) OPF(T,¢)
c = -T ‘T~ T, ’
o1? coar?
aQFO(T7SD)
<= e
O2Fy(T, 3r2
o = -n2ERe) g ¥, (5.4

donde hemos supuesto que, dado que, en general, ug(T") varia lentamente, en
la region critica, ug(T") ~ wug. Asi pues, en T = T, se produce un salto en la
capacidad calorifica,
2
r
AC = 3T,-2, (8.5)
Ug
de acuerdo con las observaciones experimentales (Fig. 8.1).
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Figura 8.1: Dependencia en la temperatura de la capacidad calorifica del a-Fe,
datos procedentes de Kohlhaas et al. (1966).

8.2. Hamiltoniano de Ginzburg-Landau y apro-
ximacion de Landau

8.2.1. Caso de un solo sitio: Magnetismo en un sistema
reticular

Para construir el nuevo hamiltoniano Hgrlp] = Hlp], ¢ = (M), se usan
argumentos fenomenolégicos que permitan reproducir la ecuacién de campo
medio

BuB = (M) (TT”) .

7 + = (M)?, (8.6)

preservando determinadas propiedades de simetria del modelo de Ising. Asi, es
légico pensar que H(y) adopte una forma polinémica y que los términos ¢",
con n impar, se anulen, dado que de lo contrario no recuperariamos la simetria
H(yp) = H(—yp) asociada a la invariancia del modelo de Ising bajo la transfor-
macién S; — —S;. Luego, al orden més bajo (no trivial) en ¢, correspondiente
a una expansion en torno al punto critico de H(yp) obtenemos:

1 1
H(p) = 5irop” + Juop’ (8.7)
Este hamiltoniano permite, como puede verse, en la Fig. 8.2, descubrir dos
fases de simetrias diferentes y, por tanto, un proceso espontdneo de ruptura
de simetria que tendra lugar en el sistema en determinadas condiciones.
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Figura 8.2: Comportamiento hamiltoniano con rotura de simetria

Afnadiendo un término de acoplamiento del campo (pardmetro de orden)
con un campo externo, — B, se obtiene finalmente,

1 1
Hp(p) = 57’0@2 + IU0@4 — By = H(p) — By,

lo que conduce a una funcién de particion:

(8.8)

7N oBE(e) = /d(peBHBm _ /dweﬁ[H(¢)—Bw]. (8.9)
{ei}

Como advierte Le Bellac, al movernos en las inmediaciones del punto critico,
T ~ T, y por lo tanto es poible sustituir 5. en la definiciéon de H.

La aproximacién de Landau consiste en utilizar el método de Laplace (steepest

descent, saddle point approximation) y reemplazar la integral en (8.9) por el
valor en el maximo del integrando:

7 ~ e*ﬂ[H(Wo)*BSOOL

(8.10)
SOO/H/(QOO) = B.

(8.11)
A partir de la funcién de particién (8.11) se puede, claro estd, obtener toda la
termodindmica del sistema. Centrandose esencialmente en el propio parametro
de orden ¢y =< M >, la energia libre de Helmholtz del sistema es:

F = —kpTlogZ = H(yo) — Byo. (8.12)
Teniendo en cuenta que F' = F(S, B), tenemos :

. (8.13)
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y usando (8.11) tenemos, (M) = ¢,. Por otro lado, la energia libre de Gibbs
es la transformada de Legendre de la energia libre de Helmholtz respecto al
campo magnético,

G=G(S,<M>)=F+<M> B, (8.14)
dG——SdT+Bd<M>:>B—<6G ) (8.15)
O(M) ) '
Asi pues, dado que
G = H(ypo) — Byo + Bypo = H(po), (8.16)
entonces:
B =2 () = o (M) + 2o (M) (.17
- 8(M> - =70 31 0 , .

recuperando la ecuaciéon de campo medio siempre que ry se anule a una de-
terminada temperatura Tj, lo que puede garantizarse imponiendo la condicién
ro = 7o(T'—Tp). Luego, la aproximacién de Landau es equivalente a la de campo
medio, que implica que ignora las fluctuaciones y sustituye toda la complejidad
campo por su valor promediado ¢ — @9 = (M).

8.2.2. Generalizacion a N sitios

A cada sitio x; se le asigna un campo ¢(x;) = ¢; ' y es posible intro-
ducir acoplamiento entre spines/campos/parametros de orden en posiciones
contiguas p(x; + p), donde p recorre los sitios de los vecinos més préximos al
campo spin i-ésimo. Asi, la interaccion entre spines puede describirse como:

—Zw(wﬂru)w(wi) = %Z[ (zi + p) — ng x;)%  (8.18)

%

Teniendo en cuenta que el dltimo término contribuye con una cantidad que
equivale a una redefinicién ro(7T"), podemos considerar tnicamente el primer
término del miembro de la derecha de la relacién anterior y escribir la interac-
cién como (siendo a = la distancia de red):

aig Z lp(@: + p) — ()] = Z [vo(x:)]”, (8.19)

donde hemos definido el gradiente discreto del campo ¢(x;). Siguiendo las lineas
de razonamiento anteriores, podemos escribir el hamiltoniano de Ginzburg-
Landau como:

1 1
Her [p(a:) _aDz{ Vel + yro(Tplae? + guoetas)! | (520

LA diferencia de la teoria de Landau que supone que el pardmetro de orden es constante
en todo el sistema, la teorfa de Ginzburg-Landau supone que es un campo ¢(x;) con una
longitud caracteristica mucho mayor que cualquier dimensién atémica.
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Como vemos, el término [\7¢(x;)]” representa la interaccién entre vecinos pro-
ximos en la expansién de Ginzburg-Landau. Al igual que en el caso de un
sistema con un unico spin, la funcién de particién es:

N
_ / [] dgseHerle@] (8.21)

i=1

8.2.3. Formulacién continua

El célculo de la funcién de particién en la Ec. (8.21) estd definido en un
conjunto discreto de nodos. En el caso un campo que varia de manera continua
en el espacio D dimensional ocupado por el sistema fisico,

zi i p(w0) = o(@) (522)
aP Z — / dx (8.23)

Asi pues:
Howlotan)] = [do{31vel + g + quet ). s20

que se conoce como hamiltoniano de Ginzburg-Landau, aunque fue introducido
por Landau con anterioridad a la publicacién del ya clasico articulo de Ginzburg
y Landau en 1950. De esta forma, podemos escribir la funcién de particiéon como
la integral funcional?

Z:/Dgp(x)e_HGL[‘P(m)]

= | Dp(z)exp§— [ da %[V@]Q+%7’O(T)<P2+i,u0$0
Jpewen{- [

donde?®

(8.25)

Dep(x) ~ lim N(a H dep;, (8.26)

es la medida de integraciéon de la integral func10nal. Evitaremos en esta obra
las sutilezas de una definicién mateméatica rigurosa de esta integral funcional?
y simplemente diremos que equivale a la suma de todas las posibles configura-
ciones del campo ().

Funciones de correlacién

Obtengamos ahora la correlacién del pardmetro de orden en diferentes pun-
tos de la muestra usando la derivada funcional

_ OM(x)
eV = Shiy)

(8.27)

2Se incluye 8 ~ B en la definicién de Hgp,
3Le Bellac (1992), p.47
4Remitimos al lector a Le Bellac (1992) y a textos més especializados
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Calculando el campo magnético a partir de la expresién (8.14) de la energia
libre de Gibbs, y de (8.20)

_ 0G [M(z)]

B@®) = =@ s

=M +ro(T)M + FM3, (8.28)

y diferenciando con respecto a B(y),
OM(x) 6B(x)

OM (z) SM(z) o -
_vﬂ§mw>+”(%mw+63M3mw‘wmw’ (8.29)

0, equivalentemente,

(= 2 +ro(D) + FM?) Gla,y) = 3 — y). (8.30)
Transformando por Fourier la ecuacién anterior:
@F+rdT}+%¥Wﬂ(ﬂk):1 (8.31)

es posible obtener la funcién de correlacién en el espacio real

dx etk
Glk) = / @n)D K2 1 ro(T) + BM2 (8.32)

Expresando G(k) como:

G(k) = f(g€), (8.33)

g2

donde ¢ es la longitud de correlacién & ~ [T — T,|”, cuyos exponentes criticos a
T>T,.yT < T, en la aproximacién de Landau son n = 0, v = 1/2, que son los
denominados valores clésicos de los exponentes criticos (ver ejercicio 8.3). Tal

Exp | Landau | D=2 (Exacta) | D=3 (Numérica)
n 0 0,25 0,0375 £ 0,0025
v 1/2 1 0,6305 £ 0,0015

Tabla 8.1: Tabla de exponentes criticos, Le Bellac (1992)

y como podemos ver en la tabla 8.1, la prediccién de los exponentes criticos de
Landau mejora con la dimensionalidad del espacio. La diferencia es debida a
fluctuaciones ignoradas en estos formalismos.

8.2.4. Teoria exacta de campo efectivo

Los resultados anteriores pueden recuperarse de un modo méas formal como
desarrollo de la accién efectiva exacta. Construyamos esta accién para el modelo
de Ising. En este modelo podemos escribir la funcién de particién de forma
matricial como:

2= 3 expd 3 SuSiS; BB Y8 ¢ = 30 SIS (s
{si} ij i (5.}
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que puede reexpresarse como,

B HAL 00 me_%gﬂjﬂw Z{Si} e(B—l—a:)Ts

i=1J—-00 27

8.35)
N 0 dn; —lgpTj-lig ’ (
Hi:l —00 gﬂ—e 2 /
donde hemos utilizado la desigualdad de Hubbard-Stratonovich,

foo d'cl —7mTJ’1m+mTS

e357IS i — (8.36)
foo dL 77m Jlg
z 1

Definiendo
N

/D[ac] = 1;[1/:; j% (8.37)

y teniendo en cuenta que

> ethta)” H D elBrEIS < H 2cosh(BB + ;)

{5:} i=18;=%1

N
= exp {Z In [2 cosh(8B + o:l)]} .

i=1

(8.38)

Asi pues, la funcién de particiéon del modelo de Ising podemos escribirla como:

_ IgD e = TS /D[x] - (8.39)
donde la accién efectiva:
L o7, -
Sla) = SalJ e — ; In[2 cosh(8B + ;)]. (8.40)
Entonces, definiendo el campo ¢ = J~'a, cuyo valor medio es:
o) =(J'x)y=J"1J(S)=(S)=M, (8.41)

y sustituyendo en la expresion (8.39) para la funcién de particién tenemos:

- L{[ZL‘O]Z;FT]W = Vet 7 [ Digle=s14, (8.42)

cuya accién efectiva S[p] = S[x] — Jp es:

= gZJZ‘jQOi(pj — ZNln
j

i=1

2 cosh

3 (B + i Jij¢i>]] . (843)

=1

Esta integral funcional (N — 00) con una accién efectiva S[p] define una teoria
de campos efectiva clasica para las fluctuaciones del parametro de orden del
modelo de Ising, cuyos campos son los ¢ = {p;}.
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Expansién de la accién efectiva: teoria p*

La accidén efectiva en (8.43) es formalmente exacta, pero también muy com-
plicada de resolver la (8.42) con ella. Supongamos que esta integral estd domi-
nada por valores de ¢ muy pequenos, lo que sucede en las inmediaciones del
punto critico, donde la magnetizacién es pequenia. Reteniendo tinicamente tér-
minos hasta el cuarto orden en la expansién de S[¢] en potencias del pardmetro
de orden, obtenemos:

2
B B
S[QD]:—NIHQ+§ E Jing,‘ng—? E B+ E Jijp;

A (8.44)

4

+EZ B> Jijei| +9(ed).
i i

Transformando por Fourier la expansién anterior tenemos: ®

Sl = ~NIn2 — B2IOVNp(0) + 5 30 k(1 ~ fk)e(~k)p(k)
k

4
L2 > 0(ka + ko + ks + ka)J (k1) J (k2)J (ks)J (ka) (k1) e(ka)o(ks)p(Ka)
k1.k2,k3,ka

+9(%, B, hd).
(8.45)

La cual puede escribirse en las inmediaciones del punto critico como (ver ejer-

cicio 8.5)
1 2
Snoliel = Vo = hap(0) + 5 [ (ro + cak®)(~p(k)

+ % dky...dka (2m)7 5 (ky + k2 + ks + ka)p(k1)p(k2) (k) p(ka),
(8.46)

donde se entiende que las integrales tienen un cut-off ultravioleta k < k. Esta
accion describe las fluctuaciones de longitud de onda larga del pardametro de
orden del modelo de Ising D-dimensional, y se conoce como accién de Ginzburg-
Landau-Wilson. Su expresién en el espacio real puede obtenerse de manera
directa como:

Sl = [dr [+ 36 0) + F (Ge ~hoplr)] . (347)

La densidad de probabilidad de observar una configuracién del campo (pa-
rdmetro de orden) ¢(r) es proporcional a exp[Sa,[¢]], por lo que lo que la

Sp(k) = ﬁ Sk €*Tip(r), donde se realiza la suma de las k de la primera zona de
Brillouin
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funcién de particion estd dada por la suma de esta contribucién a todas las
posibles configuraciones de dicho campo (8.43). Evaluemos ahora, con el fin de
recuperar los resultados de campo medio, la integral funcional (8.43) en la apro-
ximacién de Laplace (saddle point approximation). Esto consiste en reemplazar
la integral funcional por su valor en la configuraciéon del campo constante ¢q
que minimiza la accién, Sa,[p]. Pasando a un campo homogéneo:5

7 ~ / ——¢Snol¥]
—oo V2T (8.48)
70 Uo
Saole] =V [fo + 5<p2 + Ew“ —hep| .
Minimizando esta accion

(85(3;[@]) = rogl + %(pg —h=0, (8.49)
%o

que es el resultado de campo medio. En suma, la aproximacién de Landau o
campo medio puede obtenerse a partir de una teoria funcional ignorando las
fluctuaciones espaciales del pardmetro de orden. La aproximacién del punto de
silla (saddle point) es equivalente a la ecuacién de campo medio.

Criterio de Ginzburg

Obtengamos las condiciones de validez de la aproximacion de Landau. Esta
serd valida cuando las fluctuaciones del pardmetro de orden sean desprecia-
bles frente a su valor medio. En el lenguaje de la magnetizacion que venimos
utilizando esto implica que:

((AM)?) S5

fh= PMo o, (8.50)
(M) (M)

Usando la ecuacién de campo medio (8.49) con ¢y = M = £;, tendremos, para
B=0:

12 1 1% 3 2 6’/"0 9 67:0 2
B=0=ry=+ = = =—V'=——(T-TyH)V~. 8.51

TOV+3IUO (V) :>M () Uo ( 0) ( )
Usando que:

(bnp? = [ dwdyllg(e)otw)) - (@) (o)) = V [ deGla), (852

y que,

9 erl . 1
¢ N/da:G(:c) N/,rDi—Qe €~ T T)’ (8.53)
tenemos: <( )2>
Ap 1o /6 Uo - D_o D_g
= —70 2 To—1T)2 , 8.54
MQ T7)2V(CZ—‘(] _ T)2 6 To ( 0 ) ( )

donde se ha asumido que V ~ &P,

SLo que implica ignorar las fluctuaciones espaciales del pardmetro de orden
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2
a)D>4= <(AJ;) ) , se anula cuando T — Tj.

b) D < 4: (T — Tp)P/?72  diverge cuando T' — Ty. Puede encontrarse un
rango de temperatura en el cual ((Ap)?) < p?.

Aproximacién gaussiana

Esta aproximacién retiene tinicamente fluctuaciones cuadraticas en torno
al punto de silla, en el cual se evaliia la integral funcional en Z[y] en la apro-
ximacion de campo medio. Asi pues, es la correccién de orden méas bajo a la
aproximacién de campo medio en una expansion en serie de potencias de las
fluctuaciones. Esta aproximacién es inicamente valida si la dimensionalidad del
sistema excede un determinado valor D., y en lenguaje de la teoria de campos,
corresponde a describir las fluctuaciones en términos de una teoria de campo
libre.

Volvamos a la accién de Ginzburg-Landau-Wilson en la Ec. (8.47), y descom-
pongamos el campo como:

@(r) =@o + dp(r), (8.55)
(k) =(2m)P6(k)@o + d(k), (8.56)

donde @ es el valor de campo medio del pardmetro de orden que satisface la
ecuacién del punto silla, y dp(r) describe las fluctuaciones inhomogéneas en
torno a ese valor. Insertando la expresion anterior en la accién efectiva de la
Ec. (8.47), tenemos

(2
Shol® +dp] =V {fo + 0@02 + = 4, ~1 %0 ] [7”0@_0 + FOQO_OS} dp(k =0)

% / (Q‘j:;[ro+ D? + o] dp(~R)p(k),  (8.57)

donde hemos retenido tinicamente términos en (6p)2. Esta es la expresion de-
nominada aproximacion gaussiana para la accion de Ginzburg-Landau-Wilson.

Teniendo en cuenta que, para B = 0, rgpg = —%@8, vy que @q es la solucién
de campo medio:
{ 0 ro >0 ( )
Yo = o 8.58
T()O ro < 0
entonces, en el espacio de Fourier:
o« T >T,
1 dk 9
Saolel =Vifo+ 5 | 755 (o + cok™)p(—k)p(k). (8.59)
2/ (2m)
o T'< Ty <0
3rg 1 dk 9
— =0 — | — -2 k4| dp(k)dp(—k
Saole] V[fo+2 J +2/(27T)D [—2rg + cok®] p(k)dp(—k),

(8.60)
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ya que:

ro 72 U 54 — _ 3T
EAGRIC AT (8.61)

Finalmente, mencionaremos que es posible obtener las correcciones gaussia-
nas al exponente critico de la capacidad calorifica (vease Kopietz et al. (2010),
p-41 y 55). La funcién de correlacién del pardmetro de orden se escribe como:

_ 2ol Dlgle¥l3pi6¢;

y en la aproximacién gaussiana, Go(k) es
1
K= —— ,
Go(k) Anro  cok?’ (8.63)

recuperando, por tanto, los exponentes criticos sonn = 0,y v = 1/2, los valores
de Landau.

8.3. Ginzburg-Landau para superfluidos neu-
tros.

El descubrimiento de la existencia de dos fases del *He liquido por debajo
del punto lambda (T' = 2,172 K ), una de ellas de viscosidad nula, fue realizado
experimentalmente en 1938 por Piotr Kapitsa (Premio Nobel de Fisica de 1978)
e, independientemente, por John Allen y Don Misener, aunque sélo el primero
demostré la ausencia de viscosidad en la fase que se denominé superfluida que
fluye sin friccién dentro de los limites de la incertidumbre experimental, lo que
permite el sostenimiento indefinido de corrientes en el interior de circuitos ce-
rrados. A esta propiedad fundamental de la fenomenologia de un superfluido
hay que anadir una conductividad térmica varios 6rdenes de magnitud superior
al valor de su fase normal y mayor que la de los mejores conductores metali-
cos, asi como el hecho de que la fase superfluida se detiene en el interior de
un recipiente en rotaciéon a medida que el conjunto se enfria hacia el cero ab-
soluto. En el caso de que las particulas del fluido estén cargadas, el flujo de
corriente se produciria sin disipacién en el caso de la fase superfluida, lo que se
denomina superconductividad. En ambos casos, estamos ante un fenémeno de
origen cuantico. Esta fenomenologia fue explicada por Landau mediante una
teoria fenomenolégica de campo medio que la abordaremos en las secciones
siguientes de este capitulo, dejando para el siguiente la teoria microscépica de
la superfluidez y de la superconductividad.

La descripcién mediante la teorfa de Ginzburg-Landau (GL) de la transi-
cién de fase superfluida exige la adecuada eleccion, como de costumbre, de un
pardmetro de orden para la construccion del funcional de energia libre. En este
caso dicho parametro de orden es la funcién de onda de la fase superfluida,
¥ (r), que por supuesto se define en una regién del fluido suficientemente gran-
de en la escala atémica (coarse graining). En esta situaciéon de inhomogeneidad
la energia libre se escribe como:
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Fll= [ar[yourveralol + 5l (5.61)

donde hemos cambiado, por conveniencia, las definiciones de 7o (t) y uo(t). Si

1(r) es una funcién de onda es natural identificar el término proporcional a

’ . J . . 2
V*V1) con una energia cinética y escribir v = 5, de modo que

2m*
_ ho | 2, B4
Flyl= [ dr - ;Vd) + a |y +§|1/J| . (8.65)
Notese que v = % > 0y B > 0, de modo que se penalizan situaciones

fuertemente inhomogéneas o un crecimiento espontianeo de la fase ordenada
(supercondensado). La fase de equilibrio (i.e., el estado de campo medio) es
estd asociada al pardmetro de orden minimiza la energia libre F [¢], 6F = 0.
De este modo, una variacién en torno a g

P(r) = to(r) +&(r), (8.66)

no puede producir ninguna variacién de primer orden en el funcional F [¢/], i.e.,
F [y] = F [¢o] a primer orden en &. Asi pues:

F o + €] = F [tho] + 6F(€) + O(§,€7)*
= F [to] + O(€,€°)*. (8.67)

Sustituyendo (8.66) en (8.65), tenemos

2

+ (o +&)s™ (Yo +§)

B9+

F[¢o+s1=/dr[2jn*

+ 2 [(wo +€)* (o + 6))°

- /dT [2;
B

Fa €l + 2 Wivo + (W€ + o*) + é*fﬂ . (8.68)

N

2

n o + AU + anoe”

i

" (ve)

i

(Vo) +

2
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De este modo podemos escribir

Fw@+ﬂ:/ﬁr [1

2

h
Dy ;(Vi/)o)

Fausgun+ 5 |¢8¢0|Q]

2
+ /dr {h (VYGVE+ Vi VET) + a (y5¢ + € do)

2m*

+ B (e + woé*)wzswo] +0(¢)?

2
_Flw] + / dr {h (VUEVE + Vo VE) + o (456 + E400)

2m*
B (it +E0) wow:;} LO@E.  (8.69)

Integrando la integral del miembro de la derecha por partes, tendremos:

F o + €] = F [¥ol +/dr{;ﬂi (V) ¢ - =

2m
+ o (Y€ + E o)
+ B + € 00) wwo} LO@EE?,  (870)

[V 2]

donde O (§,¢ )2 incluye también los términos V2¢. Si tenemos en cuenta que la
integral del miembro de la derecha debe anularse por ser proporcional a £ o £*
para que 6F = 0, tenemos que los coeficientes de £ y £* deben ser nulos. Asi,

—h?

5 V2t + o + B o] 4o = 0, (8.71)
0, equivalentemente,

—h? 5 9

2 Vo + ag + 5 |’L/)0‘ g = 0. (872)

Esta ecuacion se denomina de Gross-Pitaevskii y es, en esencia, una ecuacion
de Schrodinger con un término no lineal, y proporciona la soluciéon de equilibrio
(i-e., de campo medio) para la funcién de onda de la fase superfluida. La solucién
general en 3 dimensiones requiere funciones elipticas jacobianas, pero en 1
dimensién admite una solucién analitica, como veremos a continuaciéon.

Un caso habitual de solucién de este tipo de ecuacién es el de un superfluido
confinado en el semiespacio x > 0 (i.e., un superfluido en las inmediaciones de
su caja confinante). En este caso, las condiciones de contorno implican que (g
se denota por ¢ por simplicidad en adelante):

$(0) =0; w<x>;oo,/—% ;a>0,8>0 (8.73)

ya que se recupera asintéticamente la situacién uniforme. De este modo la
ecuacion de Gross-Pitaevskii se puede escribir como:
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w(x)

Figura 8.3: Una de las posibles soluciones a la ecuacién de Gross-Pitaevskii

—FLZ d2
o T iy + sl e =0 = Lo =\ [SSa@). @7
1 s_p, = oo 8.75
)+ @) - @ =05 > (8.75)
Si suponemos una solucién de la forma
f(z) = tanh(ax), (8.76)
se obtiene
h%a? tanh(ax) 3
———— + tanh(az) — [tanh(az)]” =0 < (8.77)

m*a cosh? (az)

h*a®> 1 h*a® 1
. ———— +1—tanh*(az) = ( : +1) 5 =0.
m*«a cosh”(ax) m*a cosh”(ax)

(8.78)
Lo que implica que
a® = - 2 = Y =a,

por lo que la solucién de la ecuacién de Gross-Pitaevskii en este caso es: (Fig.

8.3):
b(x) = \/?tanh <Z) - m (8.80)

con ¢ una longitud caracteristica denominada longitud de coherencia de
Ginzburg-Landau.

Es posible también estudiar las fluctuaciones del parametro de orden en
torno a la solucién de campo medio (o de equilibrio) del modo siguiente. Su-
pongamos que se registran desviaciones del valor de equilibrio de la forma:

Y(r) = o + 6¢(r,1), (8.81)

donde v es el valor uniforme de campo medio. Consideremos independiente-
mente los casos T'> T, y T < T:

9 m*a vmrag(T, = T) (8.79)
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1. T > T.. En este caso la solucién de campo medio es g = 0y ¢¥(r,t) =
0(r,t). Para evaluar la probabilidad de una fluctuacién escribamos la
funcién de particién

Z = / Dpe™PHIY], (8.82)

donde [ D¢ representa una suma sobre configuraciones del campo (inte-
gral funcional) y H [¢] = F [¢] en las escalas de tamaifio de los elementos
de volumen en los que se promedia el parametro de orden. De este modo:

/ Dpe PV (8.83)

donde obviamente,

a?mk*

Foulvl= [ dr{ = (Lvem) [vee] + v

[ (r) ()| } (8.84)

La integral funcional (8.83) es muy compleja si usamos la forma completa
del funcional de Ginzburg-Landau Fg, [¢]. No obstante, si nos restringi-
mos a términos de segundo orden en el pardmetro de orden y usamos

1 —i
br) = o= > et (8.85)
k
podemos aproximar la energia libre de la forma:

1 —h? . ik 2 L e
Forlvl = V/drzm* Zwkﬂ’k’@ (K—k)r 1 V/d?"z’l/}kwk/e (k' —k)r

kk’ kk’

21.2
= (h i a) o (3.56)
k

2m

que constituye un caso particular del teorema de Parseval y donde hemos
usado que

5 (K — k) = %/dre*i(k’*’“)". (8.87)

La expresién (8.86), correspondiente a restringir la energia libre a tér-
minos de segundo orden se corresponde con la aproximacién gaussiana.
Esta es razonable a T' > T, ya que el término ~ |¢|* no es necesario para
estabilizar la teoria ya que F [¢)] — o0 si )] — o0 en este caso. En el
marco de esta aproximacién:

7 ~ /Hd2wk6_62k(a+%)¢zwk _ H/d2¢k6_ﬂ(a+§"7kf)w;¢k
k k

7T]€BT
=11 r ey (8.88)

2m*
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donde hemos usado las habituales integrales gaussianas. De la Ec. (8.86)
vemos que el espectro de las excitaciones es de la forma

h2k? h2k?
B P = S ethvign 3 (G o) vide = e =a+ 5
(8.89)
de modo que para cada k existen dos modos de fluctuacion que correspon-
den respectivamente a la parte real e imaginaria de 1. Como vemos, el
espectro de las excitaciones incluye un gap de energia o = ao(T—Tp) > 0.

Por otro lado, del conocimiento de la funcién de particién (Ec. (8.88)),
podemos obtener de manera directa diferentes magnitudes termodinami-
cas. A titulo de ejemplo incluimos la derivacién de la capacidad calorifica.

En efecto, teniendo en cuenta que F' = —kgT In Z, tenemos que:
olnZz o0lnZ
E)=— = +kpT? 8.90
(B) = ~ S5 = ko T* S, (3.90)
de modo que:
0 (E) olnZz 2521nZ
= —+* =2kgT—— + kT . 91
C="r s T e (8.91)

Teniendo en cuenta que

h2k>
InZ = % [m(kaT) —1In <a+ Qm*ﬂ :

y que unicamente la parte en In o contiene informacién relevante sobre la
transicion critica superfluida, podemos hacer

) h2k?
CC’I"it >~ —kBT Z ﬁ In ( 2m*>
9 1
— —kBT2za—T Wa’] 7 (8.92)
{O‘:O‘/(TfT =k Tzz 4[» 2kz)2

:kBT2(Z2L) 2y S Y

= a2+2mo¢)

Si pasamos al limite termodindmico (V — o), >3, ~ V [ & G )3, tene-

mos:
kBTQ (m*)3/2 o 1%

rit = =5 (@
YT over B3 ) Ja

comportamiento caracteristico de fluctuaciones gaussianas.

C. ~ (T -T.)" Y2, (8.94)
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2. T < T,. Lasituacién por debajo de la temperatura critica es notablemente
diferente. Ahora no tenemos una soluciéon de equilibrio ¥y = 0, sino que

todas las posibles soluciones con ¥y = |, /—% son soluciones admisibles.
Asi, podemos escribir para las fluctuaciones
b = (o + 09) €, (8.95)

donde ¥y y d1 son reales y 0 es una fase. Si escribimos la energia libre
de Ginzburg-Landau en términos del pardmetro de orden en Ec. (8.95),
tenemos:

o= [ar{ato+507 + 5 o+ 00"

1
2m*

{7; (Vo) e’ + h (o + 6v)) We”} } : (8.96)

+

KL (Vo) € + i (1bo + 69) v(seié}

Reteniendo tinicamente los términos cuadraticos en las fluctuaciones, de
acuerdo con la aproximacion gaussiana, tenemos que

2
F 6] = / dr {a&/ﬂ + 3Bug8* + 2;* (?) (Vo)?

1 h : LR
+ |:<,V(5’(/)> Rpo Vo + (Apo Vo) .V(Sw}
2m* 1 ]
1 *
+W (R V9) thVcS} . (8.97)
Usando que g = 6’ tenemos:
9 h e
F o] = [ drq—2a0)” + — ;vcw ;V(Sw
hQ
B (Vé) Vd}. (8.98)
Pasando, como de costumbre al espacio de Fourier haciendo
0 = dhpe kT L § = Spe kT (8.99)
tenemos
h2 a h2k?
Floy] =) | 20 + o ) SVRYR — 25— 0kdk |, (8.100)
k B 2m
que nos conduce a fluctuaciones masivas (con gap) de amplitud, Egqp =
—2a = =2d/'(T — T,) > 0, y fluctuaciones de fase sin masa con espectro:
a h?k?
=_—— . 101
ed(k) 5 2m (8.101)

Estas fluctuaciones son los denominados modos de Goldstone, caracteris-
ticos de sistemas con ruptura espontdnea de simetria.
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8.4. Teoria de Ginzburg-Landau para superflui-
dos cargados: superconductividad.

En el caso de que las particulas del superfluido estén cargadas se registra el
fenémeno de la superconductividad (asociado a la fase superfluida del sistema).
La teoria es netamente similar a la de superfluidos neutros introducidos en el
apartado anterior con las siguientes modificaciones:

1. El momento de las particulas es ahora el momento canénico:
h h
v v oga (8.102)
i i

2. La energia libre debe contener la energia del campo magnético, B =

2 . ’ .
VXA, quees QB%. En este caso, considerando la energia del propio campo
como electromagnética, el funcional de Ginzburg-Landau se escribe de la

forma:
h > B2
F[w,A}=/drlaw2+§|w|4+2m* (39 -aa)| +5-|-
(8.103)

Teniendo en cuenta que el operador momento es hermitico (%V) = %V,
podemos escribir el funcional anterior de la formas:

_ 2, B 1 [k 2 B?
F[w,A}—/drla¢ +§|¢| +%¢ (Z.V—qA) w+2—uo :
(8.104)

Minimizando este funcional de energia libre respecto al parametro de orden y al
potencial vector obtenemos las ecuaciones que definiran el estado de equilibrio.

1. Minimizacién respecto al parametro de orden 1.

Esta minimizacién conduce a la misma ecuacién que obtuvimos en el caso
de un superfluido neutro, pero el momento canénico (%V — qA) sustituye
ahora al momento lineal convencional.

2
1* (ﬁV—qA) ¥+ ay + Bl ¢ = 0. (8.105)
2m 7

2. Minimizacién respecto al potencial vector, A.

En este caso, para una perturbacién del campo electromagnético A(r) =
Ag(r) 4+ 6A(r) obtenemos lo siguiente:

F, Ag + 0A] =F[¢,AO]+/dr{2:n* {(?V_qA()) 14* (_%5A)w

e [(25a) o] (B )

2m
N (V x Ag) (V x6A)
Ho

} +0(6A)°. (8.106)
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Teniendo en cuenta que! (V x a)(V x b) = b(V x V x a) —
V[(V x a) x b, y en el gauge de Coulomb (VA = 0), obtenemos de

manera directa:

Fv, Ay + 6A] =F [z/),Ao]+/dr{—2Tqu* [— (’quﬁ) +¢*isz} SA

2 1
+ L* 1¥|* Agd A + — (V x By) 5A} + O(5A)2.
m Ho
(8.107)

Para la obtencion de esta ecuaciéon hemos usado también que V x Ay =
By y el teorema de Gauss. Anulando el coeficiente del término propor-
cional a J A, tenemos:

i

h 2 1
(Vo — V) + L P A+ —V xB=0. (8.108)
2m m o

Por otro lado, usando ahora la ley de Ampere:

1 h 2
VX B =j =gt (V- V) - A, (8.109)

Ho 2m*

podemos escribir la densidad de corriente superconductora como?

j=-LRe [w* (ff’v - qA) w] . (8.110)
m 1

El conjunto de las Ecs. (8.105) y (8.109-8.113) constituyen las denomina-
das ecuaciones de Ginzburg-Landau de la superconductividad:

ap+ Blp1P g +

(?V - qA) =0, (8.111)

2m*

Jj= q* Re {w* (ﬁv - qA) w} . (8.112)
m 1

La primera de las ecuaciones determina el parametro de orden. La segun-
da define la densidad de corriente superconductora.

Naturalmente, en el caso uniforme la densidad de corriente se simplifica y
toma el valor

(12 2
j=- " )" A. (8.113)
m

La ecuacién de Landau postula para la densidad de corriente superconductora

2

. nge
VX]S:*

m

B, (8.114)

V(A x B) = B(V x A) — A(V x B).
2Notese que j = q(v)y = a(¥ | B|¥) = (v |2V — qA|¥).
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vy que combinada con % = "f%E v la ley de Faraday Vx E = —%—]f, conduce
a:
2
js =155 4, (8.115)
me

Para que sea posible un fenémeno de condensacién de Bose-Einstein, es 16gico
pensar que ¢ = —2e y que m* = 2m,, por lo que, para que (8.110) y (8.115)
sean compatibles debe verificarse que
2 1,2 2
¢ [Y]° _ e'ns (8.116)
m* Me

2[y° =ng. (8.117)

8.5. Ejercicios relacionados

Ejercicio 8.1:
Demuéstrese que, para una funcién dos veces diferenciable, f(x), la integral

b
2
Mf®) jp~ [ 2 Mf(xo)
e dx ~ e M — o0, 8.118
/a \/ M1 (o))l (5119

donde zq/f'(x9) = 0 es un punto estacionario (método de Laplace). Ademés,
F"(zo) <0, por lo que xy debe ser un méximo.
Ejercicio 8.2:

Demuéstrese que en tres dimensiones:

Glz) = ﬁe* , (8.119)

i3

y analicese la dependencia térmica de la longitud de correlaciéon por debajo y
por encima de la temperatura critica.
Ejercicio 8.3:

Obtengase la expresién (8.33) a partir de (8.32) y obténganse los exponentes
criticos en la aproximacién de Landau.
Ejercicio 8.4:

Pruébese que el valor medio del campo de Hubbard-Stratonovich, @, verifica
que: (x)g = J (S).

Ejercicio 8.5:

Pruébese que en las inmediaciones del punto critico, para un sistema de
volumen V' — oo (V = NaP) en el cual podemos escribir: &>, — [ ﬁ
fo=—=a"P2; ug=2a""*(BJ(0))* ro = Lxf=; co =
Ejercicio 8.6: ‘

Demuéstrese la igualdad (8.47).

Ejercicio 8.7:

Obténganse las ecuaciones de Ginzburg-Landau del superfluido neutro y
cargado por aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange a las respectivas
densidades de energia libre.

Ejercicio 8.8:

L
2D"
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Evaluando de la manera que se hizo para el superfluido las fluctuaciones
del pardmetro de orden y del campo electromagnético, demuéstrese que, en la
aproximacién gaussiana

21.2
Fioo. A=Y (204 55 )fwkawﬁz L AiA, + K244,
k
~ (kA7) (KAL),

donde A = #*) es la profundidad de penetracién. Demuéstrese que las
0 B

fluctuaciones del campo se pueden escribir como

2 2

~ a g e’ 4 Lwgl o Loty

FlA] =~ {_52m*c2Ak Ak—g2m*02Ak Aip + KA Ay | (8120)
k

de modo que todas las componentes tienen un término constante de masa que
implica que el campo electromagnético es masivo en el interior del supercon-
ductor. Este es el denominado mecanismo de Higgs-Anderson.

8.6. Lecturas complementarias

= Bruus, H., & Flensberg, K. (2004). Many-Body Quantum Theory in Con-
densed Matter Physics: An Introduction. Oxford Graduate Texts. OUP
Oxford.

= Ma, S. (1976). Modern Theory of Critical Phenomena. Frontiers in
physics. W. A. Benjamin, Advanced Book Program.

= Toulouse, G., & Pfeuty, P. (1977). Introduction to the Renormalization
Group and to Critical Phenomena. A Wiley-interscience publication.
Wiley.

= White, R., & Geballe, T. (1979). Long Range Order in Solids. Solid state
physics: Suppl 15. Academic Press.



Capitulo 9

Liquidos Cuanticos

Lev Landau denominé liquido cudntico a todo sistema en el que “la inter-
accion entre sus atomos es particularmente débil, conservandose liquido hasta
llegar a temperaturas a las que comienzan a cobrar importancia los efectos
cudnticos (liquido cudntico), después de lo cuél no tiene ya por qué ocurrir
la solidificacién”. Recordemos que los efectos cudnticos cobran importancia a
densidades de materia suficientemente altas y/o temperaturas suficientemente
bajas.

La definicién actual®' de liquido cudntico es la de un sistema de muchas
particulas en la que los efectos de la mecanica cuantica y también los de la
estadistica cudntica son esenciales. Es por ello necesario que, ademés de que el
sistema se encuentre degenerado, i.e., en condiciones en las que debe aplicarse
una descripcion cuantica de su comportamiento mecéanico, se haya perdido la
informacion sobre la identidad concreta de las particulas. Por ello, ademaés de
que muestra los efectos sustanciales de la mecanica cudntica (e.g., cuantizacién
de los niveles de energia), las particulas "perciben”que son indistinguibles. Esta
condicién de indistinguibilidad no se sigue de manera automatica de otros efec-
tos cudnticos como la cuantizacion de los niveles de energia. Es necesario que
las particulas puedan cambiar de posicion, i.e., deben existir grados de libertad
traslacionales que permitan colisionar a las particulas entre si, de manera que
el proceso de colisién induzca la perdida irreversible de la informacién sobre la
identidad de las particulas (Fig 9.1).

Como vimos en el capitulo 1, para que un sistema pueda ser considerado
como un liquido cudntico es necesario, en primer lugar, que se verifique la
condicién I < Ap, i.e., que la distancia media entre ellas sea menor que su
longitud de onda de de Broglie (Fig. 9.1 a), pero también que las particulas
tengan libertad para moverse e intercambiar posiciones hasta solapar sus esferas
de interaccion. La segunda condicién no se sigue necesariamente de la primera.
Por tanto, es necesaria la no localizacién. Un liquido cudntico compuesto de
atomos o moléculas debe estar, pues, en estado gaseoso o liquido, incluso aunque
se mueva en un background solido, como los electrones libres de conduccién de
los metales.

Lvease Leggett et al. (2006)
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b)

Colision

Figura 9.1: (a) Solapamiento de las funciones de onda de dos particulas; (b)
Esquema de la pérdida de informacién sobre la identidad de las particulas tras

una colision.

Los liquidos cuanticos en la actualidad incluyen:

1. Electrones en metales liquidos o sélidos.

2. Cualquier colecciéon de dtomos o moléculas que verifiquen la condicién
I < Ap y se encuentren en estado liquido o gaseoso:

a) Isétopos liquidos del helio (“*He,>He).

b) Gases diluidos de metales alcalinos.

¢) Fase gasecosa del He atémico metaestable.

3. Ncleos de estrellas de neutrones.

Sistema Estadistica Densidad Tc (K)
(cm™?)

Electrones en meta- Fermi ~ 1073 1-25

les clasicos

He? liquido Bose ~ 10%2 2,17

He? liquido Fermi ~ 1022 2-.1073

Cupratos y otros Fermi ~ 102" 1-160

exoticos

Gases alcalinos de Bose ~ 101° 1077 —10°

Bose

Gases alcalinos de Fermi/Bose  ~ 102 1076

Fermi

Tabla 9.1: Liquidos cuanticos terrestres en orden de descubrimiento junto a
sus densidades tipicas y la temperatura critica de superfluidez. [Adaptado de

Leggett et al. (2006)]

En el tratamiento de estos sistemas, el objetivo esencial es obtener el es-
pectro de las excitaciones (cuasiparticulas) a bajas temperaturas, asi como el
numero de ellas que se produce en las proximidades del cero absoluto a T finita.
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Varios son los formalismos que se han utilizado para ello, desde el formalismo
fenomenolégico original de Landau -quien introduce el concepto de cuasipar-
ticula en la descripcién del liquido de Fermi- hasta la teoria diagramatica de
perturbaciones (expansiéon diagramética de la gran funcién de particién), pa-
sando por el formalismo basado en la teoria de perturbaciones con métodos de
segunda cuantizacién (teoria de Bogoliubov del liquido de Bose). En este texto
introductorio haremos una breve descripcién de los principales resultados de
cada uno de estos enfoques, pretendiendo proporcionar una visiéon panoramica
de un campo por lo demés vastisimo y de casi imposible resumen en un manual
introductorio como este.

9.1. Teoria fenomenolégica de Landau

Originalmente fue introducida en el marco del estudio de fermiones interac-
cionantes, aunque, como veremos, sus ideas basicas son también véalidas para
la descripcién de sistemas bosénicos (liquidos de Bose). Las ideas fundamen-
tales detras de la descripcién de Landau son la adiabaticidad y el principio de
exclusién. Landau sugiere describir los estados débilmente excitados de siste-
mas de particulas en interaccién estableciendo una correspondencia 1-1 con los
estados del correspondiente sistema ideal, mediante la “conexién” de la inter-
accién. De esta manera, el estado fundamental del gas ideal se transformara
adiabaticamente en el estado fundamental del sistema en interaccién.

Comencemos con un estado de un sistema ideal de fermiones y anadamos
una particula en el estado (p,o) (o puede hacerse cero sin pérdida de generali-
dad para sistemas bosénicos), y “conectemos” las interacciones entre particulas.
La particula se “vestird” por su interaccién con las demés,? lo que da lugar a
un estado excitado de momento p y spin o. En este proceso no se conserva la
energia (pues cambia el hamiltoniano), y las excitaciones producidas tienen una
vida media finita, ya que se desexcitaran en una colecciéon de estados méas com-
plicados (e.g. excitaciones de pares de particula-hueco en el mar de Fermi para
sistemas fermidnicos). Luego, estos estados no son auténticos estados propios
del hamiltoniano en interaccién, aunque tengan ntimeros cudnticos definidos, y
se denominan cuasi-excitaciones o cuasiparticulas.

Landau (1958) introduce la idea de que cualquier estado débilmente ex-
citado de un cuerpo macroscépico puede considerarse en mecdnica cuantica
como un conjunto de excitaciones elementales individuales correspondientes al
sistema en su conjunto, pues no podemos considerar en ninguin caso estados
de particula individual debido a la interaccion. Estas excitaciones se propagan
por el cuerpo condensado y se les puede atribuir energias e impulso concretos.
Esto es lo que significan las cuasiparticulas, excitaciones de larga vida media.
En sistemas fermidnicos fi/7, << ep. Ademds, mientras el nimero de estas
cuasiparticulas permanezca suficientemente bajo podemos considerar que no
interacttian entre si y por ello pueden ser descritas como un gas perfecto. El

2Este concepto de particula “vestida” se ha usado también en sistemas i6nicos densos y
permite una extensiéon de Debye-Hiickel. En el fondo implica una renormalizacién de grados
de libertad, de la carga ¢ — ¢* y de la interaccién.
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Figura 9.2: Scattering de una particula desde el mar de Fermi

tiempo caracteristico de la interaccién, 75, que permite definir las cuasiparti-
culas debe ser apropiado. En particular, la energia asociada ha de ser pequena
en la escala de energias correspondiente®, y 7, debe ser menor que el tiempo
de vida de las cuasi-particulas que produce para que éstas no decaigan durante
su propia produccion. Asi, en un sistema fermiénico el tiempo de vida media
de una cuasiparticula de momento p producida por scattering de una particula
desde el mar de Fermi, puede obtenerse mediante la regla de oro de Fermi y
sigue la relacion 77! ~ (p — pr)?, pues la particula y la cuasiparticula deben
dispersarse en una banda de anchura (p — pr) cerca de la energia de Fermi.
Luego, las cuasiparticulas estaran bien definidas tnicamente si p — pp. Es-
to mismo puede concluirse (§ Landau (1958)) si consideramos las condiciones
para que podamos definir la energfa de las cuasiparticulas, €(p), lo que puede
hacerse cuando la indeterminacién del impulso es pequeno comparado con el
propio impulso y con la anchura de la banda fronteriza de la distribucién en la
cual n(p) difiere poco de la funcién escalén de Fermi-Dirac.

n(p) 4

>
PF 7]

Figura 9.3: Modificacién de la distribucién de Fermi-Dirac por scattering de
una particula de momento p desde el mar de Fermi.

3Desacoplamiento adiabético (h/7s << er)
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Desarrollando €(p) en torno a ep a primer orden:

e(p) ~ e(pr) + (%)pzw (p—pr)
=u(T =0)+vr(p—pr), (9.1)

lo que permite definir, ademds, la masa efectiva de las cuasiparticulas como
m* =pp/vp. (9.2)

No obstante, hay que senialar que la energia total del sistema en interaccion
(liquido) no es en ningtn caso la suma de las energias de las cuasiparticulas, ya
que E es un funcional de la funcién de distribuciéon que no se reduce a [ nede
como en el caso de los sistemas ideales. La energia de las cuasiparticulas se
define a partir de la variacién de energia debida a las interacciones como (§
Landau, vol 5, p. 68):

T = [ < ) = (9.3)

por lo que €(p) aparece como un funcional de la propia densidad de cuasipar-
ticulas en el sistema, siendo € la variacién de energia cuando se afiade una
cuasiparticula de impulso p. No obstante, podemos escribir para un niimero
suficientemente pequeiio de cuasiparticulas:

E— EO dp
donde Ej es la energia del sistema en estado fundamental y dn es la variaciéon
de la funcién de distribucién respecto a la del sistema en equilibrio:

1
Se puede ver que para las cuasiparticulas en un sistema fermiénico
1
n (9.6)

T Bl 11

Landau trata también el espectro energético de tipo Bose, postulando un
espectro del tipo del representado en la Fig. 9.4. El espectro de liquidos boséni-
cos estd caracterizado porque las excitaciones pueden aparecer o desaparecer de
una en una, ya que al poder variar los momentos cinéticos del sistema cuantico
(aqui todo el liquido) Gnicamente en ntmero enteros, las excitaciones elemen-
tales deben tener momentos cinéticos enteros y, por tanto, obedecer, en este
caso, la estadistica de Bose. Este es un tipo de espectro universal que ha de
presentar todo liquido compuesto por particulas que obedezcan a la estadistica
de Bose a p’s bajos.

Veamos brevemente alguna de las principales condiciones de los argumentos
fenomenolégicos de Landau para este de tipo de espectros. La ley de dispersiéon
e(p) es la caracteristica méas importante de las cuasiparticulas. A bajos valores
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>
Po p

Figura 9.4: Espectro de excitaciones elementales del He?.

del momento (i.e., a baja T), este espectro coincidird con el de excitaciones
acusticas ordinarias, i.e., fonones, por lo que p — 0 y €(p) ~ u-p, donde u es la
velocidad del sonido en el liquido. Con esta ley de dispersion, podemos obtener
la termodindamica de cualquier liquido de Bose a muy baja T sin mas que usar
las expresiones convencionales del gas de fonones, que tratamos en el capitulo
4.

V2Tt U-—-U, 2Tt
AF = ————— =
90h3c3 1% 30R3¢3’
o273 3
C= V15h303 ~T°. (9.7)

A medida que p crece, irdn observandose desviaciones de la linealidad limite
debidas a la produccién de nuevas excitaciones (denominadas en este caso ro-
tones), y a valores p — 00, €(p) no puede existir, ya que las cuasiparticulas
se vuelven inestables. Ademds, de acuerdo con las predicciones de Landau, a
un momento correspondiente a la distancia interparticular (py o a=1) el es-
pectro debe mostrar un minimo. Esto conduce a un espectro como el de la
Fig. 9.4, aunque la obtencién del espectro de las cuasiparticulas en el régimen
de momentos intermedios es compleja. Para ello puede utilizarse el siguiente
argumento debido a Abrikosov et al. (2012). La energia de un fluido

E(p,v) = %/pv?dr +U(p), (9.8)

es un funcional de la densidad que, en primera aproximacién de pequenas os-
cilaciones, podemos escribir como p(r) = p + dp(r). La parte no dependiente
de la velocidad se puede escribir, al orden méas bajo, en serie de potencias de
las perturbaciones de la densidad

Ulp) = Ulp)+ [ drote)dpte) + 5 [ somo)otr.wardr’,  (09)

donde ¢ (r) y ¢(r,r’) representan, respectivamente, un posible campo externo
y el potencial de interacciéon par interno del sistema. En el sistema homogéneo
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e isétropo (¥U(r) = cte.), dado que las fluctuaciones de la densidad deben
promediar a cero,

/ drop(r) = 0, (9.10)

luego, el segundo sumando del miembro de la derecha debe anularse. Ademas,
en esta situacion ¢(r,r ') = ¢(|r — r ’|). Teniendo en cuenta la ecuacién de
continuidad que relaciona la densidad con el campo de velocidades en el fluido

p+V(pv) =0, (9.11)

y su expansién de primer orden en p y v, p+ pVv = 0, y transformando estas
magnitudes por Fourier,

1 .
=5 S ppe®r (9.12)
P
1 )
== v, (9.13)
4 P
1 )
=5 > e’ (9.14)
P

la energia del fluido se expresa de la forma:
_ 1 1
2V 2V
P P
donde hemos usado la definicién usual de funcién delta de Dirac
1 i(p'—p)r /
v dre"'P ~PT = §(p' — p). (9.16)
Transformando por Fourier la ecuacién de continuidad,?
. PpP
pp = —ipPUp = Up = Zﬁi;g ) (9.18)

y combinandola con la Ec. (9.15), obtenemos de manera directa

E(p,v) =U(p) + % Zﬁlva + % Z%pi
vz[

T

4Hay que tener en cuenta que si f(r) = Vg(r), entonces

f(p) = —ipg(p). (9.17)

L]
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que no es sino la ecuacién de un oscilador armonico para la densidad del fluido,
de frecuencia wg = pp®¢,. De este modo vemos que las pequefias oscilaciones
de un fluido pueden escribirse como un conjunto de excitaciones arménicas
independientes, con energias ¢, = (n+1/2)hw,, cuya relacién de dispersién es,
obviamente, (p) = fw,. La energia del estado fundamental del fluido de Bose
puede expresarse entonces como:

1
By =U(p)+5 > hwy, (9:20)
p
lo que implica que
Ly, = 1ooP + lq& P2 = ¢pp2. (9.21)
20 P 2pp? 27RO TRTR

De este modo, podemos expresar la relacion de dispersion de las excitaciones
del fluido de Bose como

2

e(p) = hwp = 727;;@), (9.22)
donde -
2

S(p) = i’;ﬁ’;, (9.23)

es la transformada de Fourier de la funcién de correlacion de las fluctuaciones
de la densidad numérica de particulas del fluido (mn(r) = p(r)),

n(r) —nf[n(r ') — 7]

Str—r')= [ , (9.24)

n

i.e., el factor estatico de estructura del sistema. Esta relacién fue obtenida por
primera vez por Feynman (1954), aunque el argumento que presentamos es
debido a Abrikosov et al. y, como los propios autores senialan, no cree que sea
menos general que el de Feynman y si mucho mas sencillo. En la regién de mo-
mentos pequetios (longitudes de onda largas), el factor de estructura es lineal en
el momento, S(p) ~ p/2mu, siendo u la velocidad del sonido en el medio. Por
otro lado, a longitudes de onda pequefias, podemos hacer S(r) = é(r) + v(r),
aislando la singularidad en el origen (p — o0), de modo que S(p) = 1+v(p) ~ 1
y, por tanto, S(p) ~ p?/2m, de forma que el espectro de las excitaciones ele-
mentales segiin la Ec. (9.22) es la correspondiente a una particula libre del
fluido. Estos limites del espectro de la excitaciones elementales necesitan ser
complementados con alguna conjetura sobre el comportamiento de (p) a mo-
mentos intermedios para construir el espectro que puede verse en la Fig. 9.4.
En este régimen el factor estatico de estructura puede crecer monétonamente
entre 0 y 1 o tener algin méximo asociado a un patrén estructural (adya-
cencia). Como se dijo, Landau (1941, 1947) introdujo la hipétesis de que este
méximo se produce en el momento pg ~ 1/a asociado al inverso de la distancia
entre particulas, lo que conduce a un minimo en el espectro de las excitaciones
elementales. Asi, en la regién de pequenos momentos (muy bajas temperatu-
ras), el espectro corresponde a excitaciones elementales acusticas, i.e., fonones.
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Figura 9.5: Espectro experimental de excitaciones elementales del He* liquido a
1.1 K. Datos procedentes de Yarnell et al. (1959). La linea de rayas corresponde
al espectro de fonones y la punteada con el ajuste a la Ec. (9.26).

A momentos del orden de py dominan las excitaciones que presentan una re-
lacién de dispersién que puede obtenerse mediante una expansion en serie de
potencias en torno a pg:

1 (826
2 \0p?
Definiendo £(pg) = A y teniendo en cuenta que €(pp) es un minimo local del
espectro, (g—;)po = 0, obtenemos, al orden més bajo en el momento,

) = cton) +(55) _ 0-m)+5(55)  0-p0)+ 0 - ). (925)

2
ep)= Ay PP (9.26)
2p
donde p tiene dimensiones de masa y es constante. A las cuasiparticulas que
muestran espectros de este tipo Landau las denominé rotones. Asi pues, la fe-
nomenologia termodindmica del “He puede describirse a T — 0 como un gas de
rotones que, a densidades de estos suficientemente pequenas, serd un gas ideal.
Experimentalmente se demuestra, determinando S(p), mediante dispersién de
neutrones que el espectro de cuasiparticulas del He* es de la forma mostrada
en la Fig. 9.4 (véase Fig. 9.5).

9.2. Superfluidez

La propiedad mas interesante de los fluidos de Bose es la denominada su-
perfluidez, que consiste en el flujo del fluido a través de capilares sin disipacion
de energia por friccién (viscosidad nula). Es posible ver que un liquido cudn-
tico que presenta un espectro del tipo (9.26) debe presentar esta propiedad.®

5Kapitza (1938)
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Landau lo demuestra mediante argumentos fenomenolégicos que por su interés
reproduciremos brevemente a continuacién.

Consideremos un gas de bosones en equilibrio en el que se introduce un
cuerpo con velocidad v. Si el gas presenta viscosidad, el cuerpo debe perder
energia, que se transforma siempre que sea posible, en cuasiparticulas del fluido.
Supongamos que el cuerpo pierde una energia AE y un momento AP, y que
esto da lugar a la aparicién de un ntumero de cuasiparticulas n(p) de diferentes
momentos p. Asi:

AP => n(p)p=>_n(k)hk, (9.27)

p k

AE = n(k)e(k). (9.28)

k

Por otro lado, la energia y el momento que pierde un cuerpo en movimiento se
expresan como

2
AE = §(p*/2m) = %51) —v-Ap=v-> n(k)k, (9.29)
k

por lo que, comparando las dos ecuaciones anteriores

> n(k)[e(k) — hv - k] = 0. (9.30)

k

Dado que esta ecuacién ha de verificarse para cualesquiera distribuciones de
cuasiparticulas, i.e., para n(k) arbitrarios:

e(k) = hvk = hvk cos(v, k) , (9.31)
o lo que es lo mismo:

S () B )
" hkcos(v,k) T T hk

(9.32)

ya que 0 < cos(v, k) < 1. Asi, para una velocidad del cuerpo por debajo de vepit,
igual a la velocidad del sonido en el sistema, no es posible la ralentizacién del
fluido disipando energia del cuerpo a costa de la generacién de cuasiparticulas
en el liquido cuantico, por lo que no existen mecanismos de friccion en el fluido.
Es evidente que la propiedad de superfluidez estara presente siempre que vepip >
0, lo que implica que no hay ningtin punto en el espectro €(p) en el cual 6}%’;) =0.
Dejando de lado situaciones muy improbables en las que esto se produzca a
p # 0, la superfluidez implica que en el origen la curva no sea tangente al eje
k, ya que e(k)/hk representa la recta secante a e(k) en un punto de la curva.
Luego la superfluidez exige que el espectro de cuasiparticulas a valores k — 0
sea de naturaleza fononica, i.e., €(k) = wsk, condicién que, como hemos visto,
verifica el espectro de *He.

Estudiaremos a continuaciéon con mas detalle el espectro de cuasiparticulas
y los fenémenos de superfluidez en fluidos cuanticos neutros y cargados.
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9.3. Teoria de Bogoliubov del liquido de Bose

La teorfa de Ginzburg-Landau que vimos en el tema anterior es una des-
cripcion fenomenolégica de la transicién de fase y del comportamiento de la
superfluidez. Introduciremos ahora descripciones microscépicas de la superflui-
dez -y en la préxima seccion la teoria BCS de la superconductividad- que pro-
porcionan el fundamento microscopico de esas teorias.

La teoria de campo medio de gases de Bose débilmente interaccionantes fue
desarrollada en 1947 por Nikolai N. Bogoliubov (Bogoliubov (1947); Bogoliu-
bov & Zubarev (1955)). Como veremos a continuacién, utilizando el formalismo
de la segunda cuantizacion es posible calcular la termodindmica de estos siste-
mas mediante teoria de perturbaciones, obteniendo el espectro de los estados
débilmente excitados y el nimero de particulas en ellos, resultado de las inter-
acciones en el sistema. Consideraremos, para ello, gases débilmente imperfectos,
i.e., aquellos en los que el radio de la interaccién es considerablemente menor
que la distancia media entre particulas, a < [, o lo que es lo mismo, ka < 1,
donde k es el nimero de onda de las particulas del gas. Por otro lado, y con-
secuentemente, inicamente tendremos en cuenta colisiones binarias siendo la
energia potencial de interaccién entre dos cualesquiera de ellas uq2(r). Como
es sabido, Ref. Merzbacher (1998), suponiendo colisiones lentas (Landau) po-
demos escribir la amplitud de dispersién a partir de la aproximacién de Born,®

m .
f(r)= IR upa(r)e "9 dr,
m m

—f(r) ~ o) upa(r)dr = WUO, (9.33)

—» —
Fo Uq=k—ko

donde hemos tenido en cuenta que wui2(r) es despreciable lejos de la region
de colisién y ademds en esta regiéon gr <<. La ecuacién anterior determi-
na completamente las colisiones binarias, y por tanto también debe determinar
completamente la termodinamica del sistema en esta aproximacion. Asi, podre-
mos sustituir la funcién wui2(r) -que puede tomar valores muy grandes cuando
la distancia entre las particulas es muy pequefia, lo que impide la aplicacion
de la teoria de perturbaciones-, por otra que permita dicha aproximacion a la
vez que preserva la amplitud de dispersién. Esta aplicaciéon de la teoria de per-
turbaciones junto con el formalismo de la segunda cuantizacién constituye el
nucleo de la teoria de Bogoliubov del gas de Bose debilmente interaccionante.

Obtengamos ahora el espectro de los estados debilmente excitados de un
gas de Bose débilmente interaccionante, aplicando teoria de perturbaciones y
el formalismo de segunda cuantizacién. El hamiltoniano de un sistema en in-
teraccién con colisiones binarias en ausencia de campo externo puede escribirse

SLa seccién eficaz de dispersién se obtiene como el médulo al cuadrado de esta amplitud.
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COImo:
(9.34)

Z#J

Al no estar fijadas las posiciones de las particulas y ser, por tanto, indistin-
guibles por no localizadas, se hace natural la introduccién del formalismo de
la segunda cuantizacién. Obtengamos la expresion del hamiltoniano anterior
en dicho formalismo (i.e. en una representacién de ntimeros de ocupacién de
estados). En general, un operador de 1l-particula, /1, puede expresarse en la
representaciéon de ocupacién en términos de los operadores de campo en ope-
radores funcién de onda, 9 (r), como:

A= /z&T(r)Az/}(r)dr. (9.35)

Desarrollando los operadores de campo u operadores funciéon de onda en una
base de autovectores de A (que supondremos sin pérdida de generalidad orto-
normal), tenemos:

=S dapa(r), - Saleie), 039
de tal manera que:
A= [ SaleinAd Saceryir
Y S / dr g’ (r) A, (r)
PN / dre’(r) A, (r)
= Z Z aral Ars (9.37)
donde A, = {(ps (r)\/ﬂapr(r)) Si la base es ortonormal, A, = Asd,5, y entonces

A= aralAbg =Y Asal = A (9.38)

En particular, el operador energia cinética puede expresarse por aplicacién de
lo anterior como

(k) (9.39)

21.2
=> %n(k) (9.40)
k

donde los af(k),a(k) son, respectivamente, los operadores de creacién y des-
truccion de particulas de momento k.
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De la misma manera que se acaba de hacer para operadores de una particula,
podemos obtener la expresién en términos de operadores de ocupaciéon para
operadores de dos particulas

L1
B= Q;_Bij. (9.41)
17#]

Para los actuales propésitos, el caso mas importante de este tipo de operadores
de la energia total de interaccion

H™ =U = Z U(rij). (9.42)
Z#J

Su expresion en términos de los operadores funcién de onda es:
~ 1 N A A
=5 | [0 a0 b i,
1 N
so3 2 Ulky ko, ki kh)al (K))a! (Ky)a(k:)a(ks), (9.43)

k1.ko kYK

donde

[](kl7 kg, kll, k’2) = /U(’I"lg)ei(klrl+k27‘27k,17‘17k/2r2)d1"1d7‘2, (944)

son los elementos de matriz del operador energia total de interaccién en la base
de autoestados del momento lineal:

pr(r) = %ei’". (9.45)

Asi pues, usando la Ec. (9.43) se puede escribir el hamiltoniano de un sistema
de bosones débilmente interaccionante como (véanse ejercicios 9.2 y 9.3):

21.2
PR Gt kyatk) + - 3 URa (ks + k)il (ks — k)a(ka)a(k:).
2V k1,ks,k

(9.46)
En el limite de interacciones débiles, la fraccién de particulas que abandona el
condensado debido a interacciones (a T = 0, N) es muy pequeia respecto al
numero total de bosones:

New = Y _(al(k)a(k)) < N, (9.47)
k#£0

lo que implica que Ny >~ N. En particular, esto significa que los términos del
conmutador
[a'(0),a(0)] = a'(0)a(0) — a(0)a'(0) = 1, (9.48)

son ambos proporcionales a Ng = N — Ney y, por lo tanto, mucho mayores
que el propio conmutador, ya que, dado que a T' = 0 todo el sistema esté en el
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condensado y la fraccién excitada debido a la débil interaccién es muy pequeiia,’

agao = Ny =~ N. Por ello es posible despreciar el valor del conmutador y suponer
que ag y ag; son C-ntimeros iguales a v/Ny. Usando esta aproximacién es posible
hacer una expansién en % del hamiltoniano del sistema, teniendo en cuenta
que el término de energia cinética no tiene contribuciéon del estado k = 0 y
singularizando la contribucién de a'(0) y @(0) al hamiltoniano de interaccion.

Considerando, ademas, la conservacion del momento lineal obtenemos

U0 @ a0

+ ) [U(0) + U(k)] [af (k)a(k) + af (—k)a(—k)] a'(0)a(0)

k0

+_ Uk){|a(0)]%a! (k)al (—k) + [a'(0)]

k0

I:Iint — 2

2

d(k)&(—k)}} (9.49)

mas términos lineales y de orden 0 en af(0) y @(0). La expresién anterior puede
aproximarse, preservando tnicamente los términos de orden mas alto en Njy:

UO)NZ  U(0)N,

Hint ~
2V 2V

[aT(K)a(k) + a' (—k)a(—k)]
k£0

ZU { Ja(k) + af (—k)a(—k)

k;éo

+al(k)a' (—k) + a(k)a(—k)|. (9.50)
Teniendo en cuenta que el niimero total de particulas puede escribirse como:

N=No+ = Z k) +a' (—k)a(—k)] (9.51)
k;ﬁO

y que N ~ Ny podemos reexpresar la parte de interaccién del hamiltoniano
como:

arint o VONT Mo gy [&T(kz)d(k) il (—k)a(—k)

Consecuentemente, podemos expresar el hamiltoniano total como:

2
R aRE)Y {U CR e<k>] [a (k)a(k) + &' (~k)a(—k)]

k£0

ol (k)a'(—k) + a(k)a(—k)] , (9.53)

k0

"Esta aproximacién no es otra cosa que sustituir los operadores por sus valores medios, lo
que convierte a la teoria de Bogoliubov en una aproximacién de campo medio
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donde e(k) = h?k?/2m. El tercer término de esta ecuaciéon describe la posible
creacién y aniquilacién de pares de particulas con momentos k y —k, que dejan
el condensado (el estado con momento k = 0 y energia e = 0) debido a las in-
teracciones, siempre que se conserve el momento lineal en la colisiones binarias.
Hagamos ahora una transformacién canénica (denominada transformacién de
Bogoliubov) que permita diagonalizar el hamiltoniano anterior para calcular
el espectro de las excitaciones del gas de bosones débilmente interaccionante.
Esto se consigue mediante una transformacién lineal de los operadores a(k) y
a'(k) a unos nuevos operadores a(k) y af(k) de la forma:

a(k) =uga(k) + vpal (—k), (9.54)
ol (k) =ura’ (k) + vpa(—k), (9.55)

que, légicamente, deberan verificar las mismas condiciones de conmutacién que
los bosones originales:

[a(k), a(k)] = [a'(k),a’ (k)] =0
[a(k), ol (k)] = 61 (9.56)

[ura(k) +vpa’ (—k), ura' (k) + vea(—k)] = uj [a(k),a’ (k)] + vila’ (—k), a(—k)]
—ul —vi=1, (9.57)
lo que sugiere funciones hiperbdlicas para los coeficientes uy y vg. Por otro

lado, despejando los a(k), af(k) en términos de los a(k), af(k), tendremos un
hamiltoniano

N2 +3° [ )+ —U(k) &U(k)vk}

i
k20

+ ;’; {e(k) + %U(k)(ui Fo?) — Q@U(k)um] [of (B)alk) +af (~k)a(~k)]

+ ;kzﬂ {%U(k)(ui +02) — 20e(k) + %U(k)]um} [of (ko (k) + alk)a(—k)]

(9.58)

Eligiendo uy y vi de manera que eliminemos el iltimo término del hamiltoniano
(el tnico no diagonal), obtendremos de manera directa un H diagonal, con lo que la
obtencién del espectro de energias de las excitaciones serd inmediato. Asi:

QQUkUkQ _ NoU j(vk) . (9.59)
up +up  Vie(k) + 52LU(K))]

Como hemos mencionado anteriormente, la condicién que garantiza que ui — v} = 1

es que:
uy = cosh ¢r, vr = senh ¢y, (9.60)
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<z

y, por tanto, la condicién de diagonalizacién implica que (ng =

noU(k)

tanh(2 =" .61
an ( ¢k) e(k)_i_nOU(k)’ (96 )
cosh(2¢x) = uj + vi = %M, (9.62)
k
senh(26x) = 2upv, = YU E). (9.63)
Ey
Con estas relaciones podemos reescribir el hamiltoniano de la forma:
H=FEo+ Y Era'(k)o(k), (9.64)
k#£0
donde )
U N
Eo=—t— = Z { )+ —U(k) - Ek} , (9.65)
k;&o
y
Bi = \/le(k) + noU ()] — (ol (k)
h2k? h2k?
= \/ 5 {QnOU(k) + om } (9.66)

Por tanto, cerca del cero absoluto, la energia de un sistema de Bose débilmente in-
teraccionante se puede expresar como la suma de un término del estado fundamental
(Fo) y la energia de cuasiparticulas independientes de energias Fy, = E(k), creadas y
destruidas por of (k) y a(k), respectivamente. Con esto queda completamente expli-
citado el espectro energético de los estados débilmente excitados del gas de bosones,
que corresponde a un espectro de tipo Bose.

Analicemos ahora el comportamiento del espectro de cuasiparticulas en los limites
k—0yk— oco.

1. £ — 0. En este caso

NQE(O)
mV

e., fonones de velocidad 4/ N%‘(,O)h. El comportamiento lineal en k a bajos

valores del momento lineal es esencial, como ya vimos, para el fenémeno de la
superfluidez.

E(k) ~ hk, (9.67)

2. k — oco. En este régimen el comportamiento del espectro estd dominado por la
funcién U(k). Si U(k) decrece o crece de manera més lenta que k*, entonces se
tiene un comportamiento de particula libre:

2k

2m

E(k) ~ (9.68)

Ademés, es posible elegir U(k) de manera que se recupere el comportamiento
fenomenolégico predicho por Landau, como se ve en el ejercicio 9.4.

Por otro lado, es posible hacer el cilculo de la energia del estado fundamental del
gas de Bose débilmente interactuante. Para ello, se parte de la Ec. (9.65) y sustitu-
yendo la suma por una integral en el espacio de momentos

> v [ (9.69)

k0
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se tiene (considerando tinicamente colisiones binarias):®

orh? N2
= a—
m |4

128 a’N
By V Vv

Por otro lado, el niimero de particulas que se encuentran en estados excitados del
gas de Bose con interaccién débil viene dado por

Eo 1+ . (9.70)

Nege = N — Nog = ZWOWT(’“)&(’“)W@

k40

= > (ol [ural (k) = vna(=k)| [wratk) = val (=R)] lw),  (9.71)

k0

Zvi:Z% {%Z()U(k)—l}. (9.72)

k40 k0

Reemplazando E(k) por €(k) e integrando,

oo 21,2
Newe = (2‘;)347r / dek% Wk [Bmtneg | (9.73)
: V22 (g + 52)

donde se ha tenido en cuenta que: E(k) ~ e(k), (W — 1) ~ 1, lo que implica
=9

que es posible substituir U(k) por U(0)

h2k2
2mngg’

excepto en la parte lineal del espectro.

Haciendo y = se tiene:

Newe 11 (2mnog)3/2/°° z(( v+ 1 1) dy. (9.74)
0

No  4m2ng 12 Yt + 2y2)1/2

La integral se puede calcular de forma analitica, obteniendo al final que,

Newe _ 8 (moa®\"?
No :§( o ) ’ (9-75)
siendo a = ;7% la longitud de scattering.

9.4. Superconductividad. Teoria BCS

Como se acaba de ver, un gas de bosones (ideal o en interaccién) puede conden-
sarse en el espacio de momento y sufrir una transicién de fase. Para un liquido de
Fermi podemos obtener también una condensacién de este tipo si existe una atrac-
cién entre los fermiones que da lugar a estados bosénicos. Si ademds, estamos ante
particulas cargadas, la superfluidez conduce a la superconductividad, que consiste en
la aparicion de corrientes superfluidas en el sistema. Por ejemplo, entre los electrones
de un metal esta atraccién la proporciona la red de iones a través de sus fonones,
que se acoplan con el gas de electrones. La implicaciéon de este mecanismo, hoy gene-
ralmente admitida, fue propuesta en 1950 por Herbert Frolich, largo tiempo después
del descubrimiento de la superconductividad por Kamerlingh-Onnes (1911). Aproxi-
madamente por esas mismas fechas se descubre el efecto isotépico, un efecto sobre la

8Lee-Yang (1957)
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temperatura critica inducido por la masa de los ntcleos del cristal, que confirmaba
las sospechas de Frolich.

Los primeros intentos (infructuosos) de obtener la superconductividad en me-
tales fueron realizados por Bardeen y Frolich usando teorias de perturbaciones del
estado fundamental normal. De la misma manera que no puede obtenerse el estado
ferromagnético como perturbaciéon del paramagnético sin alineamiento de espines en
el estado normal metaestable, no es posible obtener el estado superconductor sin la
correspondiente inestabilidad, los pares de Cooper.

En lo que sigue proporcionaremos los detalles fundamentales de la teoria BCS
(Bardeen-Cooper-Schrieffer) de la superconductividad, que no es sino la condensacién
de momento en un liquido fermiénico cargado debilmente interaccionante. Usaremos
para ello el formalismo de la segunda cuantizacién con términos muy similares a los
de la teoria de Bogoliubov del gas de Bose débilmente interaccionante que acabamos
de ver en la seccién anterior.

9.4.1. Interaccidon electron-fonon

Frolich propuso un hamiltoniano de interaccién de los electrones con la red par-
ticularmente apropiado para problemas de transporte y superconductividad. Aunque
en la seccién siguiente lo trataremos con mas detalle, proporcionamos aqui los ele-
mentos fundamentales del modelo. La hipdtesis basica es que, dada su pequenia masa
(4 6rdenes de magnitud menor a la de los iones de la red), los electrones siguen de
manera inmediata las fluctuaciones de densidad de carga de la red de iones asociadas a
las vibraciones fonénicas. Este movimiento pretende compensar los campos eléctricos
generados durante las vibraciones ondulatorias de la red. De esta manera podemos

Oo->0—> O—» O—0> 0«0 «0
Oo->0—> O—» O—0> 0«0 «0
Oo—->0—> O—» O—0> 0«0 «0

Figura 9.6: Esquema de las vibraciones fonénicas de la red

suponer que las desviaciones de la densidad electrénica tienen forma de onda plana
(de aqui en adelante g sera el nimero de onda asociado a los fonones, mientras que
k representard el asociado a los electrones):

Cge~twattiar, (9.76)

Dado que los electrones siguen la onda vibracional de manera inmediata para todos
los wy Cq # Cq(wq), i.e., no existe dispersién de los estados electrénicos debida a su
interaccién con la red. Ademds, asumiendo que Cq es lineal en el producto escalar
qug = quq, y en la propia densidad electrénica, es posible escribir

Cq = Aqquqn(r), (9.77)

siendo n(r) la densidad de electrones y ug el desplazamiento de los 4tomos de la red.
Esta aproximacion se denomina aproximacién del potencial de deformacion, y Aq es
necesariamente complejo.



279 Liquidos Cuanticos

Estamos ahora en condiciones de construir un hamiltoniano de interaccién
electrén-fonén, que tenga dimensiones de energia y sea hermitico. Légicamente,
debemos hacerlo acoplando la perturbacién ondulatoria procedente de las vibraciones
de la red (campo de fonones), con la densidad electrénica,” of(r)ih(r) ~ |i(r)>.
Frolich propuso para el hamiltoniano asociado a este acoplamiento

H™ = /d'rz% [Aqquqeiqr'tﬁ(r)qz)(r) + c.c.] . (9.78)

Usando el formalismo de la segunda cuantizacién podemos reescribir el hamiltoniano
en términos de los operadores de creacién y destruccién de fonones (af(q), a(q)) y

electrones (¢'(k), é(k)), que deben verificar las relaciones de conmutacién adecuadas
a su naturaleza:

1. Fermiones:
(o), (k) } = bus, {e(k), (k) = (&' (k), ' (K)} =0 (9.79)
2. Bosones:

la(a),a"(q)] = b0 [ala).a(q)] = |a"(g).a"(@)] =0 (9:80)

Es posible reescribir el hamiltoniano de interaccién, H*, de la Ec. (9.78) en el
formalismo de la segunda cuantizacién, conocido como hamiltoniano de Frolich,

H™ = % Sy [an*(k +a)é(k)a(q) + c.c] ; (9.81)

siendo Vg = iAq4q % y donde se han expresado los desplazamientos uq en términos
q

de los operadores af(q) y a(q).

9.4.2. Interaccidon electron-fonon. Potencial efectivo

Una obtencién mas detallada del hamiltoniano de Frolich en la Ec. (9.78) se
puede obtener de la siguiente forma para la interacciéon de los electrones del sélido
con fonones actsticos, i.e., aquellos asociados al desplazamiento en fase de los iones de
la celda unidad! La presencia de estas deformaciones de la red debidas a la vibracién
de los iones d. inducir4 la aparicién de un potencial perturbativo en el hamiltoniano
electrénico

Hine =V [r(w)] -V (r), (9.82)

respecto al potencial periédico V(r) en la red perfecta a T'= 0 K. Naturalmente, las
vibraciones de la red d; pueden expresarse como combinaciéon de sus modos normales:

9La densidad electrénica n(r) = T (r)(r), donde los 9T (), (r) son operadores de
campo de creacién y destruccion respectivamente que satisfacen las reglas de anticonmutacién
de fermiones.

1Los cslculos aqui presentados son, en esencia, validos también para fonones 6pticos, 6p-
ticos polarizables y piezoeléctricos. El tratamiento detallado de estos otros tipos de fonones
puede verse, por ejemplo, en Van Vliet (2008).
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expresién esta Ultima que garantiza la hermiticidad del operador u;. De la definicién
usual de los operadores escalén aq, a;“,

1
+ .
Ay, = —— (mw = ip—qi), 9.84
qj Ymhe, ( qQ—O—q] 14 q]) ( )
1
Oq; = ————= (MwqQ—q, +1ipq.), 9.85
q; 2mhe, ( 0@ q; qu) ( )
tenemos que dg = %f‘wq (afq + aq) éq. Asi pues, sustituyendo en (9.83), tenemos:

1 hoo. i —i
= \/ e (0% aa) € (0t af) ]

150 o (e e ) (o)
iql |+ —iql
- Z 2meq (aqeq—i—aqe q)

] =

Si pasamos al continuo el campo de desplazamiento en el interior del cristal toma la
forma:

. o )
Z 2mN (aqelqr +age “") éq- (9.87)

Por otro lado, las vibraciones producen tensiones y deformaciones en el interior del

sélido que pueden describirse mediante el denominado tensor de deformaciones:

aui _

La modificacién de las bandas electrénicas debida a la existencia de estas deforma-
ciones en el interior del cristal puede escribirse en términos del tensor anterior como

k)+> eijEij(k), (9.89)

donde FEj;;(k) es un tensor de segundo orden que puede expandirse a bajos vectores
de onda de la forma

Eij(k) = Ej; + Z Bigmikmku (9.90)
ml
de modo que
Hiny =€’ (k) —e(k) = ZEij E?j + Z,Bijmlkmkl] , (9.91)
ij ml

separando las partes diagonal y no diagonal de este tensor, tenemos:

- 1
Hint =c1la ® &+ c2 <k'k®§_§ﬂd®5), (9.92)
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donde k es un vector unitario en la direccién de & e 14 es el tensor identidad. Asi:
- 1
Hint =1 izj(siji‘:ij + c2 ; <k2 — §> Eii + C2 ;E”klk] (993)

Teniendo en cuenta que -, dijei; = 3, €1 = V- d, el segundo sumando del miembro
de la derecha se anula en el sistema de ejes propios de £;;. Ademds, para cristales
ctbicos el dltimo sumando se anula al no existir tensién de cizalladura, tenemos que:

Hint ~ 1V - d. (9.94)

Usando la Ec. (9.87) del campo de desplazamiento la perturbacién inducida por las
vibraciones actsticas de la red puede escribirse como:

. h ~ igqr —igr
Hint = 2; mcl (q-éq) (aqe " —age ) . (9.95)

En la mayoria de las situaciones de interés el acoplamiento con fonones acisticos
longitudinales prevalece, de modo que gé,; = ¢g. Finalmente,

. h iqr —igr
Hipny :qu:“mmq (aqeq —a;e K ) (9.96)

Esta perturbacién puede considerarse como un campo externo actuando sobre los elec-
trones del s6lido. Asi, la expresién de H;y: en el formalismo de segunda cuantizacién
es:

I:Iint = Z C;:/Ck<kl|Hint|k>7 (997)
kk’
donde )
k) = ——=e " = (K/[eT|k) = 6 piq- (9.98)

VN

Finalmente, teniendo en cuenta explicitamente el spin (o), recuperamos el hamilto-
niano de Frolich

Hint =1 Z F(q) (caqygckgaq — cz,q’ock,ga;r) , (9.99)
q,k,o

h hq
Flg) = ] ———— = 1
(9) \l 2mNwyq acr \/ 2Vgpucl’ (9.100)

siendo p la densidad del sélido y u la velocidad del sonido en el mismo. H;n: puede
expresarse pues, como [gk,q = 1F(q)]

donde

+ + +
Hint = E 9k,q,0 (Ck+qckaaq - ck—q,frckUG’Q)
a;k,0

Z gka’UCqu’gckg (aq - afq) , (9.101)

q,k,0

que diagraméticamente corresponde a los procesos elementales de interaccién electrén-
fonén de la Fig. 9.7. Asi pues, el hamiltoniano completo del sistema electrones +



9.4 Superconductividad. Teoria BCS 282

kE+q i+ q
q q
___<___- ___)____
k i
b)

a)

Figura 9.7: Interaccion fonén-electréon

fonones en el sélido sera

1
H = He+ Hpp + He—ph :ZE(k)cﬁackU + zq: <aq+aq + 5) huwg

ko
+ Z gka4700t+q,ack0 (aq - aiq) ) (9102)
q,k,o
con ¢(k) = %, recuperando (9.78) y (9.81). Probaremos a continuacién que este
hamiltoniano puede expresarse de la forma:
1
H="Y"c(k)ci,cro + 3 > VerH @)k qCr — goChroChio » (9.103)
k,o kko,o’

donde V.ss(q) es la interaccién efectiva entre electrones mediada por fonones de la
red. Veremos, ademds, que la forma de V.s(q) conlleva la aparicién de interacciones
atractivas entre electrones mediadas por fonones que permiten vencer la interaccién
Coulombiana apantallada (Thomas-Fermi) y, por tanto, permiten la aparicién de
pares de electrones apareados/acoplados (pares de Cooper).

En lo que sigue, por simplicidad notacional, prescindiremos de los grados de li-
bertad de spin. Notemos que H;n: en la Ec. (9.102) puede escribirse de la forma
H = Ho + AH;nt, donde A es un parametro perturbativo. Con el fin de obtener un
modelo efectivo de baja energia se utilizard la habitual transformacién que permite
diagonalizar perturbativamente H a primer orden en la interaccién. Consideramos
para ello la transformacién canénica de generador S

H=eHe, (9.104)

de modo que
2
H=H+XH,S]+ % [[H,S],S]+0(\*)

=Ho + A (Hine + [Ho, S]) + %2 ([Ho, S], 8] + 0(A?). (9.105)

Tomando como generador de la transformacion aquel que verifica Hn: + [Ho, S] = 0,
el hamiltoniano transformado diagonal al orden mas bajo es

H = Ho+ Hes5 +0(\?), (9.106)

)\2
Hepp == [Hint, S] . (9.107)
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Este método se usa habitualmente para desacoplar las excitaciones de alta energia de
las de baja energia y construir un modelo efectivo de baja energia, proporcionando un
modo perturbativo de estudiar el régimen de acoplamiento fuerte de hamiltonianos
cuanticos many-body.

Aplicando este método al problema de acoplamiento electrén-fonén, H es el hamil-
toniano de Frohlich en la Ec. (9.102) y Hin¢ corresponde a He_pp. Para el generador
de la transformacién, S, se supone que

S = ng’qcz"’qck (l’k,qaq + yk,qatq) ) (9108)

k.q

donde los pardmetros xk,q € Yk,q se determinardn para verificar Hin: + [Ho, S] = 0.
Asi, calculando los conmutadores [He, S| y [Hpn, S], tenemos:

[He,S]=H.S — SH. = Ze(k/)c;:,ck/ ngqcz+qck (xaq + yafq)

Kk’ kq
— ngqc,‘:+qck (zaq +ya®,) Zs(k')cz/ck/
kq Kk’
= Z Jrqc(k ck,ck/ck+qck ck+qckc;:,ck/) (zaq + yatq) . (9.109)

kk’q
Usando las relaciones de autoconmutacién usuales {CI, ck/} = Opr/s
cﬁ,ck/carqck = {0k otq — c;quck/}ck
= cz+q§k/,k+qck - cz+qcz,ck/ck
= cZJrqék/’k_,_qck — cZJrq (6k/k — ckcz,) Ci
= cL_qck (5k’,kz+q — §k’,k) + cz_‘_qckcz,ck/. (9.110)

Finalmente, sustituyendo en el conmutador [H., S], tenemos:

[He, S] = Z 9rac (k') Ok’ ktq — Ok'ic) Cerqck (trqaq + ykqatq)
k,k’,q

Z Jkq le(k + q) — (k)] c;;_qck (zrqaq + ykqafq) . (9.111)

Del mismo modo, es posible probar que

[Hph, S] = thch;Jrqck (_mkqaqwq + ykqw,qafq) ) (9.112)
k.q

donde se han usado ahora las relaciones de conmutacién de los operadores bos6nicos

+ =4
aq, , aq/ qq’-
Utilizando los resultados (9.111) y (9.112), y la expresién de H;n: en la Ec. (9.102),
tenemos que

Hipnt + [Ho, S ngqck+qck{[ [e(k + q) — (k) — Twy] Tk,q] aq
(9.113)
+[1+ [e(k + q) — (k) + hwd] yr.a] aZg},
expresién que se anula si los coeficientes xx,q € yk,q verifican
Thg = [e(k) + hwy —e(k+q)] 7",
kg = [e(k) + hwy — e(k + q)] (9.114)

Yi,q = [e(k) — e(k+ q) — wg] ™"



9.4 Superconductividad. Teoria BCS 284

lo que completa el célculo del generador de la transformacién. Usando este resultado,
el operador transformado diagonal a primer orden es

A A2 A2
H:H0+?[Hmt75] & Heff:?[Hint,S], (9.115)

que en este caso toma la forma

2
H = % ngqcz+qck (aq - afq) ng/q/c:,+q,ck/ (xk/q/aq/ + yk/q/afq,)
kq k'q’
(9.116)
Es relativamente sencillo darse cuenta de que el conmutador anterior [Hint, S] puede
escribirse de la forma [A¢1, B&2], donde A, B o ctey &1,& o xa + ya'. Si tenemos
en cuenta la relacion

[A&1, B&] = AB[61,&] + [A, Bl &162 — [A, B [&1,&2] (9.117)
es evidente que la Ec. (9.116) contiene tres tipos de términos:

1. AB &1, &2], proporcional a dos operadores electrénicos de creacién y dos de des-
truccién y a un c-ntimero resultado del conmutador de operadores de creacién
o destruccién bosénicos. Asi pues, este término corresponde a una interaccién
electron-electrén mediada por fonones.

2. [A, B])&1&2, que corresponde a procesos no lineales asociados a la emisién o
absorcién de dos fonones.

3. [A, B] [£1,&2], que es un operador de un sélo electrén, dado que [€1,&2] es un
c-nimero y [A, B]  ct¢, que tiene una contribucién nula.

Por tanto, despreciando procesos no lineales, de baja probabilidad a bajas energias,
podemos aproximar el hamiltoniano efectivo como

2

Hepp = D gkair . qChCh_ gt (Uki—g — Trr—q) » (9.118)
k.k'.q

lo que se deja como ejercicio para el lector. Asi pues, si tenemos en cuenta que en el
caso del hamiltoniano de Frohlich A = 1, tenemos:

1 1
Hepr =3 2 Oty ka0 | S0y = ol — q)
k,k’,q q q
B 1
e(k’) —e(k' — q) + hwq
= > Veps(k K, @)ci, goncit_gcw, (9.119)
k,k’',q

con

hwg
e(k) —e(k' — q))” — 23’
que corresponde a un proceso como el de la Fig. 9.8.b . En el caso particular de la
superconductividad es especialmente importante el caso de electrones de momentos

Vers(k, k', @) = gr.qgr’,—q (9.120)
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F

Acoplamiento electrén-fonén

Figura 9.8: Representacion diagramética de las interacciones entre pares de
electrones por medio de un fonén.

opuestos con energias préximas a la de Fermi. Asi:

hw
Vers (@) =gk.a9—k,—aq 1
e(k) — e(k + q)]* — h2w?
{9-k,—a = 9gka} =oK.al® fn -
[e(k) —e(k + q)]” — h2w?
hw
=|F(q) e
[e(k) — e(k +q)]” — h?w?
o I‘w%q2 hwq

" 2mNuw, [e(k) —e(k + q)]2 — h2w? . (9.121)

Esta interaccién presenta caracteristicas muy interesantes:

1. La interaccion efectiva entre electrones depende de la energia del fondn, hwg.

2. La interaccién depende de la diferencia de la energia electronica antes y después
de la transicién, (e(k + q) — e(k)).

3. Si|e(k+ q) —e(k)| < hwq, entonces la interaccién efectiva Vesr(q) es atractiva.

4. La energia de interaccién entre electrones es maxima cuando e(k + q) = e(k),
i.e., cuando el momento del fonén es paralelo a la superficie de Fermi de energia
constante.

Asi pues, como vemos en la Ec. (9.119), con esta energia de interaccién efectiva
el hamiltoniano de interaccién se expresa como un conjunto de pares indepen-
dientes, cuyos operadores de creacién y destruccién son

b(k) = é(—k)é(k), bl (k) = &' (k)e' (—k).

De esta manera, podemos ver que la interaccién electrén-electrén es atractiva cuan-
do los dos estados acoplados estdn préximos en energias (i.e., cuando ambos estan
suficientemente cerca de la esfera de Fermi), y el rango en el cual la interaccién es
atractiva estd limitado al orden de la energia de Debye, fiwp. Dentro de esta banda, la
aproximacién mas simple al problema supone que la energia de acoplamiento es cons-
tante, y cero fuera de ella, en analogia con el truncamiento aproximado de la energia
de interaccién que da lugar a los pares de Cooper. Por tanto, la energia de interac-
cién es no despreciable inicamente cuando los momentos k1 y k2 de los electrones
interaccionantes se encuentran en una capa cerca de la esfera de Fermi de espesor del
orden vp/Vmaz (Umaz = vr). Ademds, las proyecciones del spin deben ser opuestas,
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Figura 9.9: Composicién de momentos en la interaccién entre dos electrones
mediada por un fonén.

pues de lo contrario la probabilidad de que los electrones se aproximen dentro del
alcance de la interaccién es despreciable. De este modo, considerando que tnicamente
interaccionan los electrones en una banda pequefia en torno a la energia de Fermi,
que soélo los electrones con espines opuestos lo hacen y con momentos opuestos e
iguales, e ignorando la repulsién electrostatica entre los electrones, podemos escribir
el hamiltoniano BCS como

el (k)ea(k) + > Vil (k)el (—k)e_(—K')ey (k') (9.122)

donde Vi i/ es una funcion real y simétrica de sus argumentos. Como vemos, la
interaccién destruye un par de particulas de momentos k' y —k’ y genera un par
con momentos k y —k, de espines opuestos. Estos pares electrénicos con momentos
opuestos y proyecciones de espin opuestas se denominan pares de Cooper.

Los céalculos del espectro se vuelven mas simples cuando se realizan para sistemas
con niumero de particulas variable, lo que implica reemplazar la energia e(k) por
€(k)—p en la distribucién de Gibbs. Dentro del formalismo de la segunda cuantizacién,
esto implica H — H — uN, donde

N=Y" [aL(k)a+(k) + éf_(fk)é_(fk)} . (9.123)
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Luego, podemos escribir:

_ % S Viwel (k)e (—k)e (—k))é (), (9.124)
k,k’/
donde €'(k) = e(k) — u = h;’ff — % En términos de los operadores:
A(k) = % S Vi oo (—K e (K), (9.125)
—
AT (k) = % S Viw &l (K)e (<), (9.126)
—

podemos reescribir el hamiltoniano de la forma:
H =3¢ R)E (k)i (k) + & (—k)e_ (—k)]
k

-3 [éi(k)éi(fk)A(k) + e (—k)ey (k)AT (k)] , (9.127)

Tal y como puede verse en el ejercicio 9.7, podemos considerar A(k) y A(k) como
ndmeros complejos ordinarios. Asumiendo, ademés, que A(k) toma valores reales,
podemos reescribir el hamiltoniano como:

H=> "€k (k)ey (k) + ¢ (~k)e— (k)]

k
=D AR)[E (R)E (k) + e- (=k)és (k). (9.128)
k

Introduzcamos ahora las cuasiparticulas mediante una transformacién de Bogoliu-
bov que preserve las relaciones de conmutaciéon de fermiones. Como ya vimos, esta
transformacién permite obtener el hamiltoniano de las cuasiparticulas del sistema,
denominadas bogolones, y nos permitird reducir el sistema de fermiones débilmente
interactuantes a un gas ideal de bogolones. Para ello, tomemos una transformacién li-
neal de los operadores &\ (k) y & (k) a unos nuevos operadores 41 (k) y 9 (k) definidos
por

&4 (k) = uido(k) + vkl (k),
&l (—k) = —viAo(k) + urvrd] (k), (9.129)

e imponemos que los nuevos operadores verifiquen las relaciones de anticonmutacién
de fermiones (i.e., que garanticen que estamos ante una transformacién canénica)

(Ve Vi a b = Ok O (9.130)

con todos los demds anticonmutadores nulos. De esta relacién obtenemos asi que
|ur)® 4 |ve|* = 1, lo que en este caso sugiere funciones trigonométricas ordinarias
para estos coeficientes. Asi, haciendo ur = cos¢(k) y vi = sin¢(k) y escribiendo el
hamiltoniano (9.128) en funcién de los nuevos operadores de creacién y destruccién



9.4 Superconductividad. Teoria BCS 288

de las cuasiparticulas del sistema débilmente interactuante obtenemos:
H= E {e'(k)[l — cos2¢(k)] — A(k)sin 2¢(k)}
+ Z ) cos 26(k) + A(k) sin 26(k)][7 (k)0 (k) + 7] (k)71 (k)]
+ Z ) sin 26(k) — A(k) cos 26(k)][v (k)71 (k) + 71 (—k)y0 (k)] . (9.131)

Si elegimos ¢(k) de manera que el Gltimo sumando se anule, tenemos un hamiltoniano
diagonal para el gas de bogolones de espines diferentes, 73(—14) y ’yI(—k). Entonces,
los procesos de creacién y aniquilacién simultdnea de estados de bogolén de spines
diferentes se cancelan y los elementos diagonales nos proporcionan el espectro de
energia de las excitaciones del sistema electrénico (cuasiparticulas). Hemos pasado asi
nuevamente de un gas real de electrones a un gas ideal de cuasiparticulas (bogolones)
cuyos operadores de creacién y destruccién son los v \+ ¥ Yk, respectivamente. *°
La funcién ¢(k) que permite este cambio es

tan 2¢(k) = s((:)) (9.132)
v si hacemos
sin 26(k) = %, (9.133)
cos 26(k) = 6;((,’:)), (9.134)
donde E(k) = v/@*(k) + A2(k), ¢l hamiltoniano queda
H™ = zk: E (k)6 (k)0 (k) + 71 (—k)y (k)]
= %: E(k)vL (k) (K), (9.135)

donde E(k) es el espectro de las cuasiparticulas independientes del sistema, que puede
describirse como una superposicién lineal de pares de Cooper con espines opuestos y
momento total nulo.

La obtencién de la termodinamica del superconductor exige calcular el valor medio
de H para un estado de temperatura definida, lo que conlleva promediar mediante
la distribucién de Gibbs los elementos diagonales del hamiltoniano para los estados
con nimeros de cuasiparticulas més probable,!! que viene dado por la distribucién

de Fermi-Dirac: ]

BV +1°
Usando la hipdtesis de potencial constante en una banda de anchura Ae en torno a
la energia de Fermi

2,2
Vi "u_hk
Vi =
0

n(k,T) = (9.136)

2,./2
v |u- e

< Ac

(9.137)
resto

'Yk \f incrementa el momento del sistema en un una cantidad k y cambia el espin en una
cantidad +h cuando A = 1,0.
Recordemos que el ntimero de cuasiparticulas no es constante a diferencia del niimero de
electrones del sistema.
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tenemos que (véase ejercicio 9.8):

Alk)=Vo Y gg:g tanh {’BES"/)} = A(T), (9.138)
"

que es funciéon exclusivamente de la temperatura. La suma estd restringida a un
intervalo Ae en torno a la superficie de Fermi. No obstante, es una funcién bastante
complicada debido a que E(k) es funcién de A(k). La suma estd restringida a los
vectores de onda en el gap Ae en torno a la superficie de Fermi. Luego:

Ak) = A(T) si e — pu| < Ae (9.139)
0 resto '

Suponiendo que el volumen del sistema es suficientemente grande podemos reemplazar
la suma por una integral

dk A(T E(k
A(T):V()V/W%tanh {6 ( )] s

2
L,V 2 1 BE(k)
1= Voﬁ/k dkmtanh{ 5 ] . (9.140)

Haciendo un cambio de variable k — £(k), y suponiendo que k? ~ k% en la banda de
energia Ae en torno a la energia de Fermi, tenemos:

- VoV /Aé ( ok ) tanh [g e’z(k)-FAQ(T)} de (k). (9.141)
Ac kr

2m?2 o€’ (k) e2(k) + A2(T)

Teniendo en cuenta que

oe' (k) hk  hkg
TR (9.142)

podemos escribir:

Ac  tanh [g Ve (k) + A2(T)]
1= VoN(O)/ de(k) ) (9.143)
0 e?(k) + A*(T)
donde hemos hecho €' (k) — €(k) = h: T’f — p y hemos usado que el integrando es par
moVkgr
N(O) =~ (9.144)

es la densidad de estados en la energia de Fermi. La ec. (9.143) determina la energia del
gap A(T) y puede usarse para calcular la temperatura de transicién superconductora.
La excitacién de bogolones de energia FE(k) = \/€?(k) + A?(T) implica una energia
finita, con independencia de su momento (i.e., incluso a k = 0), esto es, existe un gap
en su espectro de energia. En la temperatura critica, T¢, el gap se anula y el espectro
de las excitaciones es el del gas ideal:

Ae tanh [meT(k)}

Bele/2
_ N(O)Vo/ dmtanhm
0

T

= {/a @dx = ln(2,26a)} = N(0)Vp In(1,138.Ae). (9.145)
0
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El gap a T = 0 K puede calcularse a partir de la Ec. (9.143) como

Ae
1 —1 Ae
1:NOV/ de(k) ———=——==N(0)Vosenh™ " ——. 9.146
A T e AL A(0) (9:146)
Para sistemas débilmente acoplados N(0)Vh << 1, por lo que
A(0) ~ 2Ace” NOIVG (9.147)
Comparando esta ecuacién con la Ec. (9.145) tenemos:
A(0)
= 1,764 14
i, ,76 (9.148)

La existencia del gap implica que hay una energia minima de las excitaciones colec-
tivas, por lo que €(k) > A(T') lo que conlleva

c(k) , A(T)
>0 9.149
k ko~ ( )
garantizando la existencia de superfluidez, que se manifiesta en el gas de electrones
como superconductividad. Este gap, ademds, puede usarse como pardmetro de orden
de la fase condensada. Su dependencia en la temperatura puede calcularse resolviendo
numéricamente la Ec. (9.143), y su dependencia cerca de la temperatura critica es

T 1/2
A0 1,74 (1 — ?) , (9.150)

por lo que el exponente critico del gap es 1/2. Por otro lado, la entropia y la capacidad
calorifica del gas ideal de bogolones puede calcularse como:

= —2kp Z {n(k)Inn(k) + [1 — n(k)]In[1 — n(k)]}, (9.151)
ds an(k) n(k)
o=t (aT) ~ 2ok Z 5 n 2
— —98ks ; ag((’;)) (E2(k) +2 aaAg > , (9.152)

lo que conlleva una discontinuidad en la capacidad calorifica a T'= T, (transicién de
fase de segundo orden o continua, con ruptura espontdnea de simetria), pues el gap no
es diferenciable a esta temperatura. Asi, en las inmediaciones de T, donde podemos
hacer E(k) ~ e(k), tendremos:

Ce = —2&1@32’; gZ((l’:)) { (k) + ﬁcaaAﬂ } (9.153)
Cs =—2Bckp Yy gZ((;I:)) [€ k)], » (9.154)

por lo que hay una discontinuidad en la capacidad calorifica a la temperatura critica:

AC = Ce - Co = Bk Ek: ‘g’;‘((,’:)) (MQ)TC — N(0) (7 %A;)Tc . (9.155)

op
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9.5. Ejercicios relacionados

Ejercicio 9.1:

Teoria de Landau del He II (superfluido): gas de rotones. Como acabamos de
ver, segin el modelo de Landau de la fase superfluida del He* (1941), esta puede
considerarse como un fluido en el cero absoluto al que se le superponen excitaciones
elementales (fonones y rotones). De acuerdo con las observaciones de dispersién de
neutrones, el espectro de los fonones es lineal, ¢ = pu, donde u es la velocidad del
sonido en el He II, mientras que para rotones la relaciéon de dispersién presenta un
minimo en torno a un momento pg de la forma

(p— p0)2
=A+ "2 1
€ + GToN (9.156)

Ambas excitaciones de spin nulo se pueden considerar independientes y se encuentran
en el sistema cerrado en nimero indeterminado. Calctlese:

i) La energia libre de Helmholtz de fonones y rotones.
ii) La energia interna de las dos excitaciones.

iii) La capacidad calorifica en las regiones fonénica y roténica, demostrando que

CV = CV,ph t CV,rot, (9.157)
167°k5V
CV,ph = ﬁ % (9.158)
. 47rpngV(27Tm iz (1 3/2 AZe=PA |q 4 kBT 3 (kT 2
Voret = T3 0 keT A T1A
(9.159)

Nota: Puede ser conveniente tener en cuenta que en las condiciones del ejercicio Y, — h—vj f dp
0>, — [g(e)de, y que, en la regién considerada A/kgT > 1, siendo ademads In(l—z) ~ —z.
Ademas, téngase en cuenta que en la regiéon de temperaturas relevantes fﬁp%/2m — -0y
que

+oo  _g—po)? , [t _pgle—ro)?
/ p‘e 2mq dpzpo/ e 2mo  dp.
0 0

Ejercicio 9.2:
Pruébese que es posible escribir la expresién de U en (9.43) como:
N 1 ) R R R
U= 5w > Uk)al (ki + k)a' (ko — k)a(kz)a(ks).
ki1,ko,k
Nota: puede ser 1til pasar al sistema centro de masas y coordenada relativa.
Ejercicio 9.3:
Obténgase la expresion en la representaciéon de nimeros de ocupaciéon de la con-
tribucién al hamiltoniano del acoplamiento con un campo externo U(r).

0= % S Uk — K)al (K)ak).
k' k

Ejercicio 9.4:
Demuéstrese que si U(k) = A — Bk se recupera el espectro de Landau y por
tanto que este gas muestra la propiedad de superfluidez. Demuéstrese que la funcién
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obtenida tiene un médximo y minimo. Exprésense los pardmetros A, po y m* de la
ecuacién de Landau, vélida en la vecindad del minimo de €(k), en funcién de las
constantes A y B. ;A qué potencial corresponderia en el espacio real?
Ejercicio 9.5:

Probar la Ec. 9.70 utilizando:

m U(0) m
= 1 2\ m
@=LV % ,; k2

Ejercicio 9.6:

Demuéstrese la Ec. (9.112).
Ejercicio 9.7:

Demuéstrese que, a orden rg/V, donde 79 es el radio de interaccién del electrén,
cuando V — oo, los operadores A(k) y AT(k), conmutan con é+(r),éj_(r),é, (r) y
et (), y consecuentemente con cualquier funcién de esos operadores.

Ejercicio 9.8:

Demuéstrese que

Ak) == Vi ég:;i tanh [MQW)] : (9.160)
-

9.6. Lecturas complementarias
» Annett, J. (2004). Superconductivity, Superfluids and Condensates. Oxford
Master Series in Physics. OUP Oxford.

» Lancaster, T., & Blundell, S. (2014). Quantum Field Theory for the Gifted
Amateur. OUP Oxford.



Capitulo 10

Transiciones de fase.
Teorias de orden-desorden

En los capitulos anteriores hemos considerado diversos aspectos del tratamien-
to estadistico de sistemas en interaccién, que no son reductibles por ningin medio
a sistemas ideales. Estos sistemas se denominan en ocasiones cooperativos, ya que
presentan al menos un fenémeno cooperativo denominado transicién de fase (e.g.,
condensacién en gases, ferromagnetismo, condensaciéon de Bose debido a interaccio-
nes implicitas en la simetria de la funcién de onda, ...). En estas transiciones de fase
los sistemas adquieren una propiedad emergente que no posefan antes de la transi-
cién de fase. Ademads, en las inmediaciones de las transiciones de fase continuas las
funciones termodindmicas y las funciones de correlacién del sistema presentan una
fenomenologia descrita por leyes de escala con exponentes universales independientes
de los detalles particulares del sistema debido a la existencia de fluctuaciones del pa-
rametro de orden en todos las escalas posibles. En este capitulo se realiza una breve
introduccién a los problemas de transiciéon de fase y a su fenomenologia, definiendo
los exponentes criticos y discutiendo las leyes de scaling relevantes.

Ademads, tratando de entender los mecanismos fundamentales que dan lugar a la
transicién de fase, utilizamos los métodos de la mecanica estadistica de equilibrio para
estudiar una serie de modelos en los cuales se produce una transicion de un estado
ordenado a un estado desordenado. Y lo haremos considerando modelos que no im-
plican movimientos de dtomos sino tnicamente sus posiciones en una red. Ejemplos
paradigmaticos de este tipo de problemas son los modelos de aleaciones o de siste-
mas ferromagnéticos. Comenzaremos introduciendo el modelo de Ising, sin duda el
mas importante de todos los que abordan situaciones de este tipo, para introducir a
continuaciéon brevemente sus principales extensiones.

10.1. Clasificacion de las transiciones de fase

Tal como sabemos de la Termodindmica, el comportamiento de un sistema fisico
en el limite termodindmico puede obtenerse a partir del potencial termodindmico
relevante. En el caso de un sistema cudntico cuyo hamiltoniano es H acoplado a un
foco térmico a la temperatura T y a una fuente de particulas de potencial quimico p,
este es el gran potencial (T, V, u) y se calcula a partir de la gran funcién de particién

293
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Z(T,V,p) como

donde N es aqui el operador niimero de particulas del sistema y la traza se calcula
en el espacio de Fock relevante. En el limite termodindmico es de esperar que se
alcance un limite independiente tanto del volumen como del niimero de particulas, en
el cual todas las propiedades del sistema estén dadas por un conjunto de constantes
de acoplamiento (g1, ...,gx) de modo que

Z(g1y .5 9k) = e Afn9) (10.2)

donde f(g1,-..,gx) es la densidad de energia libre del sistema. Esta funcién es casi en
todo el espacio analitica, pero en sistemas macroscépicos puede que existan conjuntos
de dimensién menor que k en los que la densidad de energia libre presente algtn tipo de
no analiticidad. Estos conjuntos constituyen las fronteras entre las fases del sistema,
las regiones en las cuales f(g1,...,gx) es analitica. De acuerdo con Ehrenfest, las
transiciones de fase se clasifican en funcién del orden de la derivada de la energia libre
que presenta alguna discontinuidad. Actualmente las transiciones de fase se dividen
en dos categorias, denominadas de manera similar a las de Ehrenfest:

1. Transiciones de primer orden: son aquellas que implican la existencia de un
calor latente. Durante la transicion, el sistema absorbe o libera una cantidad
fija de energia por unidad de volumen. Durante este proceso, la temperatura
del sistema se mantendra constante a medida que se agregue calor: el sistema
estd en un régimen mixto en el que algunas partes del sistema han completado
la transicién y otras no (e.g. transiciones liquido-vapor y sélido-liquido). La
transformacién se completa en un rango finito de temperaturas, registrandose
histéresis en los ciclos térmicos y pudiendo registrar rupturas espontineas de
simetria o no.

2. Transiciones de sequndo orden (o continuas): La curva de energia libre cam-
bia en estas transiciones de manera continua y siempre se rompe una simetria.
Estas fluctuaciones se caracterizan por una susceptibilidad divergente, una lon-
gitud de correlacién infinita y un decaimiento potencial de las correlaciones
cerca del punto critico que conlleva la aparicicién de un orden de largo alcance
en el sistema. Ejemplos de este tipo de transiciones de fase son la transicién
ferromagnética, la transicién superfluida superconductora (para un supercon-
ductor de tipo I, la transicién de fase es de segundo orden en un campo externo
cero y para un superconductor de tipo II la transicién de fase es de segundo
orden para ambos estados estado mixto y estado superconductor).

3. Existen también transiciones conocidas como transiciones de fase de orden infi-
nito. Son transiciones continuas pero no se produce en ellas ruptura de simetria.
El ejemplo més conocido es la transicién de Kosterlitz-Thouless en el modelo
XY bidimensional. Muchas transiciones de fase cuantica, por ejemplo, en gases
de electrones bidimensionales, pertenecen a esta clase.

Es relativamente normal que las diferentes fases exhiban simetrias diferentes ya que el
paso de una a otra implica un proceso de ruptura espontdnea de simetria (transiciones
orden-desorden), lo que permite caracterizarlas mediante un pardmetro de orden, que
usualmente se toma como cero en la fase de menor simetria. Esto constituye la base
del denominado modelo estandar de las transiciones de fase, debido a Landau.

Ejemplo 10.1
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Transiciéon paramagnético-ferromagnético. Un ejemplo caracteristico de transicién
de fase continua es aquel en el que un aislante magnético transita a una fase con
magnetizacién no nula (orden ferromagnético de largo alcance) en ausencia de campo
externo. El pardmetro de orden es la magnetizacién espontanea del sistema, m, que no
es sino el valor esperado del operador magnetizacién (M) en el limite termodindmico
y en ausencia de campo externo:

m = lim w = lim | lim

W0 Oh e [V%o <7>] : (10.3)

Esta magnitud se anula a alta temperatura (fase desordenada) debido a la orientacién
aleatoria de los espines inducida por la agitaciéon térmica del sistema, que se impone a
la energia térmica. Por debajo de una determinada temperatura, T, la energia térmica
ya no es suficiente para superar a la energia de acoplamiento de los espines, que tienden
a alinearse en el mismo sentido, dando lugar a la formacién de dominios ordenados
de magnetizacion en el sistema, que culminan con la aparicién de una magnetizacién
macroscépica (fase ordenada de baja temperatura). Ademas, en la vecindad del punto
critico de transicién a la fase ferromagnética (de baja temperatura), la magnetizacién
sigue una ley universal

m(T) o« (T. —T) 7, (10.4)

donde S es un exponente universal compartido por toda una clase de sistemas y que
depende tnicamente de caracteristicas muy generales como la dimensionalidad o la
simetria.

Ejemplo 10.2

La transicién de fase liquido-vapor es una transiciéon de fase de primer orden,
debido a que las derivadas de la energia libre en la frontera de fases son discontinuas,
concretamente la densidady la entropia.

10.2. Scaling y universalidad en transiciones de
fase continuas

En las inmediaciones de una transicién de fase cada vez un mayor niimero de
grados de libertad del sistema se van acoplando progresivamente, dando lugar a la
aparicién de orden de largo alcance en el sistema. El tamano de las regiones de
este en las que los grados de libertad se encuentran fuertemente correlacionados se
denomina longitud de correlacion, £, y diverge en el punto critico en transiciones de
fase de segundo orden, produciéndose fluctuaciones de todas las escalas en el sistema.
Es facil ver que esta invariancia de escala exige que las magnitudes termodinamicas
sean funciones homogéneas de las variables relevantes, de manera que deben seguir
leyes potenciales en estas variables. En efecto, la invariancia de escala impone que
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una determinada magnitud 1 (z) cambie Gnicamente con una cantidad multiplicativa
cuando su variable x se transforma como r — Az,

v(Ax) = a(\)P(z), YA (10.5)

Esto significa que la funcién ¢ (x) es una funcién homogénea. Derivando ambos miem-
bros de la expresion anterior con respecto a A, tenemos:

' (x) = o’ (V)Y (x). (10.6)

Haciendo A = 1 en la expresion anterior e integrado, es inmediato ver que la magnitud
1 sigue una ley potencial: ¢(z) ~ const. X 2 En el caso termodindmico, los
exponentes que controlan las diferentes magnitudes termodinamicas y la funcién de
correlacién en las inmediaciones de las transiciones de fase se denominan exponentes
criticos.

Ejemplo 10.3

En el caso de la transicién paramagnético-ferromagnético las principales magni-
tudes termodindamica se comportan de la forma:

1. Calor especifico: C(t) o [t|~¢.

Magnetizacién espontanea: m(t) oc (—t)?, ¢t < 0.
Susceptibilidad magnética: x(t) o< [t|77.
Isoterma critica (m(h) a T = T.): m(h)  |h|Y°sgn(h), t = 0.

Longitud de correlacién: &(¢) o |¢]7".

SO A T o

Funcién de correlacién: G(r) o |r|P =277

donde hemos introducido la temperatura reducida, ¢ = (T — T¢)/Te, que mide la
distancia al punto critico.

Estos exponentes criticos son universales en el sentido de que clases enteras de sis-
temas siguen leyes con los mismos exponentes a pesar de las diferencias que existan
entre su composicién, estructura y dindmica microscopicas. Esto permite definir cla-
ses de universalidad caracterizadas por los mismos exponentes criticos, que dependen
Unicamente de caracteristicas como la dimensionalidad, la simetria o el rango de al-
cance de las interacciones en el sistema.

Exponente Ising (2D) Ising (3D) XY (3D) Heisenberg (3D)
e 0 (logaritmico) 0,110(1) —0,015 —-0,10

8 1/8 0,32655(3) 0,35 0,36

” 7/8 1,2372(5) 1,32 1,39

5 15 4,789(2) 4,78 5,11

v 1 0,6301(4) 0,67 0,70

n 1/4 0,0364(5) 0,038 0,027

Tabla 10.1: Exponentes criticos de las clases de universalidad de Ising, XY y
Heisenberg. Valores tomados de la Ref. Kopietz et al. (2010).
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10.2.1. Hipotesis de scaling

A través de la hip6tesis de scaling de la energia libre (Widom, 1965) y de la fun-
ci6n de correlacién (Kadanoff, 1966) pueden obtenerse las denominadas relaciones de
scaling, que a su vez permiten obtener los coeficientes independientes entre si, que
Unicamente son cuatro de los «, 3, 7, 4,y n. En un capitulo préximo se tratara la ob-
tencién microscépica de los coeficientes de scaling del sistema usando las técnicas del
grupo de renormalizacién. Por simplicidad notacional, trataremos la hipotesis de sca-
ling en el marco del problema de la transicién de fase paramagnético-ferromagnético.

Comenzando con la hipétesis de scaling de Widom, en las inmediaciones del pun-
to critico podemos descomponer la energia libre en la suma de una parte regular,
freg(t,h), que no cambia a medida que nos aproximamos al punto critico, y una
parte singular, fsing(t, h) que contiene todo el comportamiento termodindmicamente
relevante en las inmediaciones del punto critico

ft,h) = freg(t, h) + fsing(t’ h). (10.7)

La hipoétesis de scaling de Widom establece que la parte singular de la energia libre es
una funcién homogénea de todas sus variables.! Para expresar esta hipétesis de forma
matemaética tengamos en cuenta ahora que el comportamiento termodindamico de
cualquier sistema que presente un comportamiento critico de simetria apropiada podra
expresarse en términos parecidos a los del sistema ferromagnético-paramagnético. En
virtud de la hipotesis de scaling, un cambio de escala de la temperatura t y el campo
externo h, (t,h) — (t',h’), debe producir una transformacién de la energia libre

fsing(tl»h,) = )‘Dfsing(tah)~ (10.8)

Evidentemente, dado que la transformacién de escala no debe cambiar el compor-
tamiento critico del sistema, los dos problemas deben de acercarse a la criticalidad
conjuntamente, lo que implica que la relaciéon entre las variables originales y las trans-
formadas debe ser a lo sumo una relacién de proporcionalidad

= At = At
n = Xh=\h, (10.9)

donde hemos permitido que ambas variables se transformen de manera desacoplada
para preservar la diferente simetria que tienen las dos variables bajo inversiones de
los momentos magnéticos. Ademads, hemos reescrito las constantes de proporcionali-
dad en términos de los multiplicadores de la constante de red, independientes de .
Combinando la ecuacién anterior con la Ec. (10.8) tenemos

sing(t:h) = A7 fing (8, 1) = A77 fing (EX”", RA™), (10.10)

que es la expresién buscada de la hipétesis de scaling de la parte singular de la energia
libre y constituye el niicleo del denominado scaling de Widom, ya que permite calcular
los exponentes «, 3, vy d introducidos anteriormente. Ain es conveniente hacer una
transformacién més para obtener una expresién més manejable de la hipotesis de
scaling anterior. Usando que A es un pardmetro arbitrario podemos hacer AY* = 1/|¢|,
con lo que la ecuacién anterior se puede reescribir como:

Jsing(th) = |t[7/" <L> , (10.11)

|t|yh/yt

ISeguimos la notacién del Cap. 1 de Kopietz et al. (2010) o del cap. 12 de Kadanoff (2000),
entre las multiples que se pueden encontrar en la literatura.
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donde hemos introducido las funciones de scaling ®+(x) = fsing(£1,z). A partir de
esta expresién, derivando respecto a las variables correspondientes se pueden obtener
los exponentes de scaling en términos de la dimensionalidad D y de yn, e y:.

Estas expresiones han sido probadas experimentalmente para sistemas magnéticos
por Green et al. (1967) y para fluidos (ver Ho & Litster (1969)). La obtencién de
relaciones similares para los exponentes criticos que afectan al comportamiento de la
funcién de correlacién, v y 7, precisan de la introduccién de una hipétesis de scaling
adicional sobre la funcién de correlacién, el denominado scaling de Kadanoff.

Para obtener relaciones que involucren los exponentes criticos v y 1 necesitamos
una hipétesis de scaling adicional sobre el comportamiento de la funcién de correlacién
G(r,r") = (m(r)m(r")) — (m(r)){m(r')) en las inmediaciones del punto critico. Esta
fue introducida por Kadanoff (1966) y establece que la funcién de correlacién en la
region critica, estd dominada por su parte singular, que es una funcién homogénea de
sus variables:

Gging (rit,h) = X727 G0 (':' AVtt Ayhh) , (10.12)
que, para h = 0 y haciendo A = |t|1/ Yt puede reexpresarse de la forma
2(D—yp) 7|
ang i) = 10”5 Gy (grl51.0)
2(D—yp) |,’,|
= |t w s [ ) (10.13)
donde hemos introducido las funciones de scaling de la funcién de correlacién ¥4 (,) =
Gsing (z;+£,0).

Estas relaciones de hiperscaling inicamente son validas si D < D, segtin Kopietz
et al. (2010), regién en la cual se verifican las relaciones de scaling:
a=2-—Dv,
v
5 (D—2+4n),

D+2—77
= - 1.
1 D—2+n (10.14)

B=

Finalmente, como puede verse en Kopietz et al. (2010), si consideramos un fenémeno
dindmico en las inmediaciones de la regién critica, el tiempo de correlacién (o tiempo
caracteristico de atenuacion de las fluctuaciones del pardmetro de orden temporal
sigue una ley potencial,

Te ox €5 o |t| 777, (10.15)
donde z es el exponente dindmico. Este fenémeno consistente en que la correlacién
temporal de las fluctuaciones del pardmetro de orden se atenia de forma mas y méas
lenta a medida que nos acercamos a la regién critica |t| — 0, lo que se denomina
ralentizacion critica.

Aun podriamos estudiar aqui el comportamiento de escala de las magnitudes
termodindmicas y de correlacién en las inmediaciones de un punto critico cudntico,
asociados a transiciones de fase a T' = 0 que se producen por la variacién de para-
metros no térmicos como la densidad o algiin campo externo acoplado al sistema.
Referimos para ello al lector a Kopietz et al. (2010) y a las referencias alli contenidas.

Tal y como podemos ver en la Tabla 10.2, la prediccién de los exponentes criticos
de la teoria de Landau mejora con la dimensionalidad del espacio. La diferencia es
debida a fluctuaciones ignoradas en estos formalismos.
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Exp | Landau | D=2 (Exacta) | D=3 (Numérica)
n 0 0,25 0,0375 + 0,0025
v 1/2 1 0,6305 £ 0,0015

Tabla 10.2: Exponentes criticos de la teoria de Landau

10.3. Modelo de Ising

Consideremos una red compuesta por dos tipos de objetos, A y B, y supongamos
que interaccionan tUnicamente con sus vecinos mas préximos. Sea Vj; la energia de
interaccién entre objetos de tipo i y objetos de tipo j (i, = A, B). Es facil darse
cuenta de que a 7' = 0 (i.e., en ausencia de energia térmica que aleatorice el sistema),
tenemos Unicamente dos situaciones diferentes:

(a) Vagp > (Vaa + Vep)/2: En este caso el sistema se separa en dos dominios
macroscopicos que contienen unicamente objetos de tipo A y objetos de tipo
B.

(a) Vap < (Vaa + Veg)/2: En este caso se produce una mezcla homogénea de
objetos de tipo A y objetos de tipo B que se alternan en la red.

Las dos situaciones anteriores son estados ordenados, que se destruyen en cuanto
existe energfa térmica disponible (i.e. a T' # 0) que tiende a producir estados mezcla
aleatorios hasta que se produzca la fusién del sistema reticular y se alcance un estado
completamente desordenado.

Dado que podemos expresar la energia de un microestado del sistema de la forma

E =Y Vi, (10.16)
)

donde la suma se extiende a todos los pares de vecinos préximos en el microestado [,
la funcién de particién del sistema se escribe como:

B X Vi
INT)=3e @07, (10.17)
l

Esta es la funcién de particién del denominado modelo de Ising, que fue originalmente
introducido por E. Ising en 1924 como modelo para el ferromagnetismo en el marco
de su tesis doctoral. No obstante, este modelo puede usarse para describir problemas
de gases reticulares, aleaciones binarias, etc. Este modelo predice la existencia de una
transicién entre una fase ordenada y una desordenada en dimensién D > 2, aunque
analiticamente sdlo puede resolverse en una y, en ausencia de campo externo aplicado,
dos dimensiones (Onsager).

Reformulemos el modelo anterior para obtener una expresion méas explicita para
la funcién de particién del modelo de Ising, y lo haremos ya en el marco del ferro-
magnetismo, problema usualmente abordado en la literatura. Si asociamos a objetos
tipo A una variable s; = +1 y a los tipo B s; = —1, y denotamos V;; = —J;;, y su-
ponemos que el sistema se encuentra en el seno de un campo externo h que lo acopla
mecanicamente a su entorno, tendremos

1Y .
E, = 75 Z Jijsisj — h;sz (10'18)

i,j=1
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En el problema del ferromagnetismo, los indices ¢ y j denotan las posiciones r; y 7;
de una red hiperctbica con N sitios de red donde se encuentran los espines s; y s;, Jij;
denota la energia de canje entre los espines ¢ y j, y h es la energia de Zeeman asociada
con un campo magnético externo en direccién Z que se acopla a los spines. Debido
al decrecimiento exponencial de las funciones de onda localizadas las integrales de
canje tras J;; son distintas de cero dnicamente cuando ¢ y j denotan vecinos mas
proximos. Por simplicidad, consideramos el caso en el que la energia de intercambio
entre vecinos mas proximos es siempre la misma, J;; = J, para obtener:

N
El =—J SiS5; — thi, (10.19)
) =1

(ij

donde (ij) denota pares de vecinos mas préximos. A partir de esta expresién podemos
obtener los observables termodindmicos calculando la funcién de particién:

Z(T,h) = o POTH Z Y h
{i}

N N
H Z exp /BJZSiSj —thi . (10.20)
i=1

i s;==%1 (i)

En D =1 es relativamente sencillo realizar la suma anterior, como veremos a conti-
nuacién. En D = 2 el problema fue resuelto por L. Onsager (1944) para h = 0. La
solucién analitica para h# 0 no se conoce y para D > 3 no hay soluciones analiticas
disponibles, por lo que ha de recurrirse a aproximaciones como la de Bragg-Williams
de campo medio ya tratada en el capitulo 7 de esta obra.

10.3.1. Soluciones exactas del modelo de Ising

Como hemos dicho, el modelo de Ising ha sido resuelto de forma exacta para una
y dos dimensiones (en este ultimo caso tinicamente a h = 0). Presentaremos en esta
seccidn el caso de una dimensién y un breve esquema de la solucién de Onsager para
D =2.

Consideremos en primer lugar el caso en el que nuestros espines se encuentren en
una red unidimensional periédica que contiene N sitios de red. Las condiciones de
contorno periédicas imponen que sy+1 = s1. La energia total para una determinada
configuracién se puede escribir como

N N
E{SZ} = _stisi-‘rl — hZ& , (10.21)
=1 =1

donde se ha supuesto una interaccién constante entre vecinos mas préoximos. Conse-
cuentemente, la funcién de particion del sistema es

N N
Zn(T) = H Z exp [ﬂJZsisiH + %h(sZ +si+1)f. (10.22)
i=1

i os;==+1

Introduciendo la denominada matriz de transferencia, A, definida por:

GBI+ =BT
A:( B B ) (10.23)
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cuyos elementos de matriz son
Aij = <Si‘A|S]‘> = 65 [JSiSj +h(8i+8j)/2], (10.24)
podemos reescribir la funcién de particién como

Z Z H<«9¢|A|Sz‘+1>

s1==%1 s;=+114i=1

> (sil AN [si) = Tr(AN) =AY + A%, (10.25)

s;==%1

Zn(T)

donde A+ son los autovalores de la matriz A:

Ay = {cosh(ﬁh) + \/cosh?(Bh) — 2287 sinh(28.J) | . (10.26)

En el limite termodindmico, cuando N — oo, tinica situacién en la que, como veremos,
puede presentarse una transicién de fase, Unicamente contribuye el mayor de los
autovalores de A, por lo que podemos expresar la densidad de energia libre de Gibbs
por spin como:

g(T,h) = lim G(T,h) = —kgT lim InZn(T,h) = —kpTIn ;. (10.27)
N —o0 N—o0
Cuando h = 0, la densidad de energfa libre toma el valor
Bg(T,h) = —In (eBJ + e*ﬁ") , (10.28)

que obviamente es una funcién analitica en todo su dominio de definicién. Asi pues,
a diferencia de los resultados de campo medio, el modelo de Ising unidimensional no
puede exhibir una transicién de fase esponténea si T' # 0. Este resultado ha sido
generalizado por Peierls, quien probé que, en ausencia de interacciones de largo al-
cance, ningun sistema unidimensional puede mostrar una transicién de fase. También
podriamos demostrar lo anterior calculando la magnetizacién por espin, que actia
como parametro de orden del sistema

(s) = — (ag(T, h)) _ sinh 8J
Oh r \/cosh®(Bh) — 2267 sinh(28.J) '

(10.29)

que tiende a cero en el limite de campo externo nulo.

Calcularemos también la funcidn de correlacion de dos espines de la red antes
de abordar brevemente la solucién en el caso bidimensional. Puede verse de manera
sencilla que efectivamente existe esta influencia mutua debido a las interacciones entre
los espines contiguos sin més que calcular la probabilidad condicionada de que el espin
J tome el valor s; cuando el espin ¢ toma el valor s; (ver ejercicio 10.4).

La interaccién favorece el alineamiento paralelo (J > 0) de los espines, mientras
que la agitacién térmica tiende aleatorizar las orientaciones. Asi pues, esperamos una
correlacién que disminuya con la distancia y que esa distancia se incremente con la
disminucién de la temperatura.

La funcién de correlacién G;; es una medida de la influencia que ejerce un espin
sobre otro de la red y, en el caso general, se define como la covarianza de ambas
variables estadisticas

Gij = cov(si, s5) = (sis5) — (84)(s5)- (10.30)
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Analizaremos en este punto inicamente el primer término de la funcién de correlacién
en ausencia de campo externo

Gij = (sis;) = (sis;) = Z > sisje M = —Zsls] BIT sisitn
{si} {si}
N-1
= Z ——(cosh )N~ 125133 H (1+ sisit1tanh 8J),  (10.31)
{s1} =1

donde hemos usado la identidad,
e’%1%i+1 = cosh B.J + s;8:41 sinh BJ.

El resultado final es, pues,

L (cosh 1)V 12N (tanh 8.7)7! = (tanh 8.7 (10.32)

Gij = n

Esta expresién puede reescribirse de una manera mucho mas intuitiva en funcién de
la distancia de red, a como:

Gij = e i/t (10.33)
donde r;; = ali — j| y la longitud de correlacién
a
= — 10.34
¢ |In tanh 8J| ( )

Como puede verse la correlacién entre dos espines, i.e. la influencia que ejercen uno
sobre otro, decae de manera exponencial con la distancia entre ellos, lo que responde
a la intuiciéon de que hay dominios de longitud decreciente con la temperatura en la
que todos los espines adoptan la misma orientacién.

10.4. Otros modelos reticulares

Hay una gran variedad de modelos similares al modelo de Ising para describir
problemas de transiciones orden-desorden en sistemas reticulares. Tratamos a conti-
nuaciéon brevemente los mas cominmente utilizados.

10.4.1. Modelos de Heisenberg y XY

El modelo de Ising describe sistemas acoplados (en particular magnéticos) que
muestran una anisotropia uniaxial extrema. En cambio, el denominado modelo de
Heisenberg se formulé para describir sistemas magnéticos completamente simétri-
cos. En este modelo se consideran todas las componentes espaciales del espin s; =
(Siz, Siy, Siz), por lo que en el tratamiento cldsico son vectores tridimensionales y en
el cudntico son los correspondientes operadores cuanticos.

Por su parte el modelo XY describe sistemas con magnetizacién en el plano XY
(Siz, Siy), Siz = 0, y, consiguientemente,un caso particular del modelo de Heisenberg.
Hay dos posibilidades: que el campo externo h sea perpendicular al plano de magneti-
zacién (modelo XY en un campo transversal), o que esté en el plano de magnetizacién
(modelo XY en un campo longitudinal).

Tanto el modelo de Heisenberg como sus casos particulares, los modelos de Ising
y XY pueden representarse con el hamiltoniano:

ZJZJ [as sj + Szzsjz] hzszz (10.35)

(ZJ
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con € [0, 1]. Cuando a = 1 este hamiltoniano es el propio modelo de Heisenberg is6-
tropo. Cuando a = 0 0 a = 1/2, describe los modelos de Ising y XY respectivamente.
Otros valores intermedios permiten describir modelos de Heisenberg anisétropos. A
diferencia del modelo de Ising, en el que s; = *£1, en el tratamiento clasico de los
modelos XY y de Heisenberg los espines pueden rotar sometidos a la condicién de
normalizacién |s;|> = 1. En el modelo de Heisenberg, esto implica que los vectores
de espin estan en la esfera unidad, y en el modelo XY en la circunferencia unidad. A
menudo todos los modelos que verifican esta condicién de normalizacién se denominan
modelos tipo-Ising.

10.4.2. Modelo vectorial de n-componentes u O(n)

Este modelo, introducido por Stanley (1968) es una generalizacién del modelo de
Heisenberg a un numero arbitrario n > 3 de componentes del espin. En este caso los
spines son vectores n-dimensionales y el hamiltoniano, en ausencia de campo externo,
puede escribirse

H= % > Jijsis;, (10.36)
(i5)
donde, como de costumbre, la suma se extiende a pares de espines mas préoximos. Este
modelo, que se utiliza para describir sistemas magnéticos con estructura compleja o
con transiciones de fase estructurales, permite recuperar un buen niimero de casos
particulares:

e n = 0 Camino aleatorio sin contacto (self-avoiding walk). La equivalencia fue
descubierta por de Gennes (1972).

e n = 1 modelo de Ising.
e n = 2 modelo XY.
e n = 3 modelo de Heisenberg.

e n — oo modelo esférico o gaussiano (ver abajo).

10.4.3. Modelo de Potts de k-estados

Este modelo describe una red en cuyos nodos se sitilan espines que pueden tomar k
orientaciones diferentes distribuidas uniformemente en la circunferencia con dngulos:

Gk:%Tn;nzl,...,k (10.37)

Originalmente se formulé el denominado modelo de Potts vectorial, en el que la in-
teraccién entre espines mas proximos depende de la orientacion relativa entre ellos:

H=-J.> cos (s —0s), (10.38)
(i)
donde las variables s; pueden tomar k valores posibles. Sin embargo, en lo que hoy dia

se conoce como modelo de Potts, el hamiltoniano es mas simple, ya que tnicamente
los vecinos mas préximos con orientaciones coincidentes interaccionan entre si:

H=—-J.> 6(si—s;). (10.39)
(ig)
En este modelo la energia de interaccién va asociada al hecho de que los vecinos sean
semejantes o no.
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10.4.4. Modelo gaussiano o esférico

En 1952 Berlin y Kac introdujeron una versién simplificada del modelo de Ising
en el cual, relajando la ligaduras del modelo de Ising (s; = +1) o del de Heisenberg
(]si]> = #1), se pueden obtener soluciones analiticas en un niémero arbitrario de
dimensiones. La nueva ligadura del modelo esférico es:

D sit=1, (10.40)

por la cual las variables s; pueden tomar cualquier valor con tal de que se verifique
la ligadura esférica anterior. Este modelo corresponde con el modelo n-vectorial en
el limite n — oco. Ademads, es interesante mencionar que en este modelo los espines
toman un rango continuo de valores sometidos a una distribucion de probabilidad
gaussiana:

P(Sm) = 67327” S%n, (1041)

siendo b una constante arbitraria, que asigna la maxima probabilidad al valor s = 0.

10.4.5. Modelo de Blume, Emery y Griffiths (BEG)

Este modelo fue introducido por los autores citados en 1971 Blume et al. (1971)
para explicar la separacién de fase en mezclas He3-H*, y su hamiltoniano es:

H= 7JZS»L'SJ' 1+ as;s;]+A ZS“ (10.42)

(5) i

donde J es la constante de acoplamiento habitual, aJ con a > 0 es la constante del
acoplamiento bicuadratico y A representa la interaccién de los spines o; = 0,+1 con
el campo del cristal en cada punto i. Cuando a = 0 se recupera el modelo de Ising
con una interacciéon con el campo del cristal, lo que se conoce a menudo como modelo
de Blume-Capel.

10.5. Introduccién al grupo de renormalizacion.

En un sistema estadistico en interaccién -representada por un conjunto de cons-
tantes de acoplamiento K- existen correlaciones entre grados de libertad que se en-
cuentran dentro del rango de alcance de la interaccion. Esto provoca que los grados
de libertad que se encuentran dentro de una esfera de radio igual a la longitud de
correlacion, &, acoplen sus fluctuaciones. Esta longitud es, habitualmente, de una o
varias distancias interparticulares, salvo que nos acerquemos a un punto critico del
sistema. En este, £ — 0o y se registran, por tanto, fluctuaciones en todas las escalas
posibles del sistema, dando lugar a un fenémeno colectivo con aparicién de propie-
dades emergentes. Este fenémeno de acoplamiento colectivo provoca la inexistencia
de escala caracteristica para el fenémeno y que el sistema manifieste invariancia de
escala y autosimilaridad, como ya hemos visto. En esta situacion es evidente que:

i) La aplicacién de métodos perturbativos -disefiados para situaciones en las que se
acopla un nimero pequefio de grados de libertad- es imposible.

ii) Existen grados de libertad en escalas pequenas del sistema que necesariamente
deben ser irrelevantes para la descripcién de la fisica del fenémeno colectivo.
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Sobre la base de estas premisas K. G. Wilson desarrollé en los afos 70 un formalis-
mo para la integracién sistemética de estos grados de libertad, que constituye la idea
central de la denominada teoria del grupo de renormalizacién. En esta, la aplicacién
sistemética de transformaciones que cambian la escala del sistema permite identifi-
car la situacién en la que este manifiesta invariancia de escala. Asi, el punto critico
se manifiesta como un punto fijo de la correspondiente transformacién del grupo de
renormalizacién (TGR).

Estas transformaciones cambian la escala del sistema por una cierta cantidad A,
lo que, para mantener invariante la termodindmica del mismo,? debe ir acompaiiado
de un cambio en la constante de acoplamiento, K. Asi, denotamos por E(A, K ) una
TGR de pardmetro A que transforma K a K’

K' = R\ K). (10.43)

Como vemos, la aplicacién sucesiva de la TGR genera un flujo en el espacio de cons-
tantes de acoplamiento K — K’ — K" — K" — -+ — K™ que se denomina flujo
de renomalizacién, y en el cual la longitud de correlacién & — & = A7'¢ = ¢’ =
A726 — - = &% = A€, Naturalmente,

K* = lim K™, (10.44)

n— 00

definira el punto critico, lo que obviamente conlleva
ROAK")=K*. (10.45)
Naturalmente, cerca del punto critico puede escribirse
0K' =K —K* =R\ K) - R\K")~M(K — K*) = M§K, (10.46)

donde hemos retenido inicamente términos de primer orden en la expansién en serie
de Taylor de R()\, K) en las inmediaciones del punto critico. Ademés,

_ ORi(\, K¥)

M;; = 10.4
o (10.47)

Esta matriz no tiene por qué ser simétrica, y por tanto sus autovectores por la derecha
y por la izquierda en general no coinciden. No obstante, si #7 son los autovalores por
la izquierda y definimos los campos de scaling:

Up=10,0K =Y v,;0K;  p=12., (10.48)

J

podemos ver que estos se transforman bajo una TGR como
UL, =35 6K = LR\ K)SK, (10.49)
que en las inmediaciones del punto critico conduce a:
UL ~ GEM(\, K"K = va(NTLK, (10.50)
T

donde 4 () es el autovalor de M asociado a g :

TEMN K*) = va(MM(N, K¥). (10.51)

2La funcién de particién del sistema debe ser invariante bajo TGRs.



10.5 Introduccién al grupo de renormalizacién. 306

Asi pues, la Ec. (10.50) indica que los campos de scaling se transforman como
Uclx = Va(A)Uou (1052)

lo que implica que las TGR no mezclan los campos de scaling, sino que estos tnica-
mente se transforman mediante una transformacién de escala.

Teniendo en cuenta que las TGR forman un semigrupo,® la ley de composicién
implica que

RN, B\ K)) = RANA\ K) = ROXN, K) = B(\, R\, K)). (10.53)

Linealizando en torno a un punto fijo del espacio de constantes de acoplamiento, K *,
tendremos que:

M\ KM\, K*) = M(N, K" )M\, K*), (10.54)

i.e., las matrices conmutan y, por tanto, tienen autovalores comunes e independientes
del pardmetro de escala. Légicamente, esto implica que los v4(\) verifican que

Ya(AN) = 7o (M) 1a(N), (10.55)
lo que conlleva que los v, sean de la forma
Ya(A) = A%, (10.56)
vy que, por tanto, la transformacién de los campos de scaling sea de la forma
Ul = \VU,. (10.57)

Si hacemos ahora la relacién anterior en términos de una variable continua [, de modo
que A = €' (transformacién infinitesimal), tenemos:

dUq

Ul =e¥u, =
o= ¢ di

= YaUa, (1058)

lo que conduce a
Ua(l) = Ua(0)e've. (10.59)

Los ya reciben el nombre de indices criticos, y determinan el comportamiento del
flujo en torno al punto critico.

Veamos ahora una aplicacion del formalismo general de la TGR al caso ferro-
magnético: los campos de scaling relevantes en este caso se construyen a partir de
las variables de temperatura y campo magnético, como se sabe de las evidencias
experimentales:

U =h, (10.60)

cuyos exponentes criticos son y; e y,. En el caso de existir otros campos de scaling, son
irrelevantes y no afectan al comportamiento en las inmediaciones del punto critico,
lo que constituye el principal fundamento de la universalidad de fenémenos criticos.
Apliquemos a continuacién estos conceptos al problema del ferromagnetismo.

3En muchas ocasiones se pierde irreversiblemente la informacién, por lo que no existe
inversa. Sélo se verifican las propiedades interna y asociativa.
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10.5.1. Relacion con los parametros de scaling

La relacién de las TGR con los exponentes criticos introducidos anteriormente
puede obtenerse de manera sencilla teniendo en cuenta que mediante una transfor-
macién de escala A, la posicién, el momento y el nimero de grados de libertad se
transforman como

_ N _
R S p—7p =\p, N—>N/=)\—D:)\DN, (10.61)
por lo que las dimensiones de escala son z, = —1, z, = 1 y oy = —D. La energia
libre del sistema BF = —log Zn se transforma con dimensién de escala nula zp = 0,

dada la invariancia de Zy bajo la TGR, por lo que la F' por grado de libertad se
transforma como

%:f—)f’:/\Df::cf:D. (10.62)

Esto implica que (usando nuevamente el lenguaje magnético) f(t,h) debe transfor-
marse de acuerdo con

ft,h) — f = ft' 1) = NP f(t, h), (10.63)

F(t,h)y = X" P AV, AV h), (10.64)

lo que constituye la base de la hipétesis de scaling de Widom tratadas con anteriori-
dad. Analogamente, la longitud de correlacién

€ =271 = £(t,h) = MY, AV R), (10.65)

lo que fundamenta el scaling de Kadanoff. Vemos asi que las TGR estan en la base de
la teoria de scaling, permitiendo recuperar a partir de ellas las relaciones de scaling
que hemos visto con anterioridad en este capitulo. Apliquemos a continuacién este
formalismo al estudio del modelo de Ising en D = 1.

10.5.2. Modelo de Ising unidimensional

Consideremos un modelo de Ising unidimensional

H=-]Y o041, (10.66)
l

cuya constante de acoplamiento adimensional es K = 8J. En el caso de condiciones
de contorno periédicas

_ K3 o041
Zn=Tr(e ?M)y= > e 1 . (10.67)
oy=%+1
Usando un proceso de decimacién consistente en sumar tinicamente a cada segundo

spin (véase Fig. 10.1), el término tipico de la funcién de particién.

Z eKal(0171+Uz+1) — 2COShK(0'171 + UL+1)7 (1068)

op=%1
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a
L
----- ——a——eo—=—0—8—0 — — — — -
—)
2a

Figura 10.1: Proceso de decimacién en una dimension.

debe permanecer invariante en la TGR (a — 2a, K — K'):
2cosh K(oj-1 + 0141) = 62g+K/‘”‘1U’+1, (10.69)

donde ¢ y la nueva constante de acoplamiento K’ deben ser determinados. Asi, para
O1-1 = —0141:

29— K’
2=1e"97"

y para oj—1 = 0y+1, 2cosh2K = e29+K" A partir de estos resultados es inmediato
ver que se obtienen las relaciones de recurrencia
K’ :% log cosh 2K,
g :%(logQ-i-K'). (10.70)
Iterando la decimacién n veces se obtiene:
K™ = % log cosh 2K(n_1),
g(K™) = %(logZ + %K(")). (10.71)

Como puede verse, el proceso de decimacién conduce a un modelo de Ising con una
constante K™ y un término aditivo en la energia g(K™). A partir de la Ec. (10.71)
es posible determinar el punto fijo K*, que se alcanza cuando

K" = %log(cosh2K*), (10.72)

que Unicamente tiene soluciones K* = 0 y K* — oo, lo que implica que el tinico
punto fijo es el sistema ideal, i.e., no hay transicién de fase en el modelo 1D, salvo a
T—0 (K" — 00).

10.5.3. Modelo de Ising 2D

En este caso el hamiltoniano del problema es

BH = — Z Kooy,
(i5)
donde la suma se extiende a los vecinos méas préximos unicamente. En este caso el
proceso de decimacién consiste en sumar los spines sefialados con un cuadrado (lo
que equivale a hacer un paso a — 2a, Fig. 10.2), en ambas direcciones del espacio.
Si nos fijamos en un determinado spin o y denotamos por {o1 ---04} sus cuatro
vecinos mas préoximos, la contribucion de estos a la funcion de particién sera

Z eK(01+02+03+a4)0 _ elog(Q cosh K(o1+02+03+04)) (10_73)
o=+1



309 Transiciones de fase. Teorias de orden-desorden

Figura 10.2: Proceso de decimacién en dos dimensiones.

Naturalmente, este proceso debe conducir a una nueva constante de acoplamiento
de vecinos préximos K', pero también da lugar a nuevas interacciones entre segundos
vecinos (L') y entre grupos de 4 vecinos (M"). De acuerdo con los principios generales
del grupo de renormalizacién, las TGR no deben modificar la termodindmica del
sistema, por lo que la funcién de particién debe ser un invariante de las mismas. Asi:

elog(Q cosh K(o1+0o2+0o3+04)) 6[A/+%K'(0102+'"+0304)+%L'(0103+0204)+M'U1U20304}
- )

lo que, siguiendo el método del apartado anterior, conduce a unas relaciones

A'(K) =log2 + é {log cosh K + 4logcosh2K},

K'(K)= ilogcosh4K,

L(K) = JK'(K),

M'(K) = é {log cosh4K — 4logcosh 2K} . (10.74)

El céalculo de los puntos fijos de estas relaciones va més alla de los limites de este

libro, pero puede verse en cualquier manual especializado que existen tres

K! = , (10.75)

correspondiendo este ultimo al punto critico no trivial del modelo.

10.6. Ejercicios relacionados

Ejercicio 10.1:

Demuéstrese en el marco de un sistema magnético que los exponentes criticos
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verifican las relaciones de scaling:

a = 2—2,
Yt

g = D=
Yt

2uyn, — D

Y= “h = 5
Yt
Yn

§ = ,
nyh

por lo que se verifican las siguientes relaciones entre los exponentes criticos

28+,
2-a = B@E+1).

2 —«

Ejercicio 10.2:

Teniendo en cuenta que el comportamiento de la funcién de correlacién
Gsing(\r|;t70) debe: i) ser o< exp (—|r|/€), cuando [t| # 0y |r| — oo, y ii) que
cuando [t| = 0 Glsing (|7];0,0) debe ser finita, obténganse las relaciones

1
v o= —,
Yt
n = D+2-2y,.

(10.76)

A partir de las relaciones anteriores obténganse las denominadas relaciones de hi-
perscaling (pues conectan las singularidades termodindmicas con las de la funcién de
correlacién):

2—a = Du,
v o= (2—nv). (10.77)
Ejercicio 10.3:

Funcién de correlacién y exponentes criticosa T'> T, y T' < T.. Expresando G(k)
como:

Glk) =

f(4€), (10.78)

donde ¢ es la longitud de correlacién € ~ |T — T.|", obténganse los exponentes criticos
aT >T.y T < T en la aproximacién de Landau n = 0, v = 1/2, que son los
denominados valores clasicos de los exponentes criticos.
Ejercicio 10.4:

Demuéstrese que la probabilidad condicionada en al solucién exacta del modelo
de Ising es:

g2

Plsilsi) = 5(1+ {s153)) (10.79)

Ejercicio 10.5:

a) Obténganse la susceptibilidad magnética x(T) y el calor especifico del sistema.

b) Obténgase una funcién de scaling para el modelo de Ising unidimensional, sus
autovalores de scaling y, e y; (donde z = exp(—48J) y h = Bh y las relacio-
nes de scaling para los exponentes criticos termodindmicos. Compérese con los
resultados obtenidos en el apartado anterior.
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Ejercicio 10.6:

Modelo del gas de red El modelo de gas de red es un modelo sobresimplificado
de un fluido que es isomorfo al modelo de Ising. Consiste en dividir el volumen de un
gas en celdas de tamafio a, y asignar al centro de cada celda una etiqueta i. En cada
celda tnicamente podemos tener 0 o 1 particula y el potencial de interacciéon entre
dos celdas puede escribirse de la forma:

o0 para ¢ =20
wij = —Uo, Sl 4y json vecinos mas proximos (10.80)
0 en otro caso

Escribase el hamiltoniano del sistema y demuéstrese su equivalencia con el modelo de
Ising.
Ejercicio 10.7:

Obténganse los exponentes criticos del gas de van der Waals estudiado en el
capitulo 2.
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Capitulo 11

Termodinamica de procesos
irreversibles

En la termodinamica convencional se estudian los estados y procesos de equilibrio
(cuasiestéticos) de cuerpos macroscépicos desde una perspectiva fenomenoldgica. El
equilibrio es aquella situacién estacionaria que se establece en el sistema cuando las
magnitudes no dependen del tiempo y, ademds, el sistema es homogéneo e isétropo.
Esto sucede en las situaciones terminales de procesos termodindmicos. Fuera de ellas
existe una serie de causas que pueden desviar del equilibrio a un sistema termodina-
mico y dar lugar a la produccién de procesos irreversibles, por ejemplo un gradiente
de temperatura, un gradiente de potencial eléctrico, un gradiente de concentracién o
un gradiente de afinidad quimica. Todas estas causas provocan la desviacién del sis-
tema de su situacién de equilibrio y dan lugar a la evolucién temporal de las variables
termodinamicas del sistema, resultando en un proceso cronolégico que trata de resta-
blecer el estado de equilibrio.! En el caso de que se mantengan constantes las causas
desde el exterior, se alcanzard un estado denominado estacionario en el que no hay
evolucién temporal de los flujos en el sistema. Estas causas se denominan generalmen-
te fuerzas en termodindmica de procesos irreversibles (TPI), y se denotan mediante
los sfmbolos F; (i = 1,2,...,n). Los fenémenos irreversibles que se establecen en el
sistema bajo la influencia de las fuerzas anteriores (transporte de calor, transporte
difusivo de masa, transporte de carga o corriente eléctrica, ..) se denominan flujos y
los denotaremos por J; (1 =1,2,...,n).

En la mayoria de los casos practicos de interés los flujos en un instante ¢ dependen
de las fuerzas en ese mismo instante, ya que esta dependencia corresponde a procesos
markovianos a nivel microscépico.? En este caso,

Jp = Ju(Fy,..., Fy). (11.1)

Evidentemente, cada flujo es una funcién de todas las fuerzas que actian sobre el
sistema en ese instante, por lo que los fenémenos irreversibles se encuentran intrin-
secamente acoplados entre si. No obstante, normalmente muestran una dependencia
més acusada de sus propias fuerzas asociadas. Ademads, dado que los flujos se anulan

1Recordemos que, como vimos en el capitulo introductorio de esta obra, en la Termodin-
mica convencional estos procesos se sustituyen por procesos (cuasi)estiticos equivalentes.

2Una posible excepcién son los fenémenos eléctricos en los que existan inductancias o
capacitancias.

315



11.1 Teorema de Onsager 316

cuando se anulan las fuerzas, podemos expandir la funcién anterior de la forma
1
Je =Y LixF —&—gZZLW@FiFj +..., (11.2)
J A

donde

dJy,
- (28),,
! OF; ) p, .,

9% Jy

Los Lji se denominan coeficientes cinéticos o fenomenoldgicos y son funciones de
los pardmetros intensivos locales, Ljr = Lji(F1, ..., Fy). Los términos diagonales de
la matriz de coeficientes cinéticos, L;; son, entre otros, la conductividad térmica, la
conductividad eléctrica, el coeficiente de difusion, etc., y los Lj; estan relacionados
con fenémenos de interferencia (e.g. coeficiente de difusién térmica, coeficiente de
Dufour, etc.). El teorema de Onsager, que establece la propiedad de simetria de estos
coeficientes fenomenolégicos en la regién lineal, constituye el resultado central de
la TPI en la region lineal en la que se desprecian términos cuadraticas y de orden
superior en las F; (Groot (1963); Kondepudi & Prigogine (1998)). Analizaremos a
continuacién dicho resultado.

11.1. Teorema de Onsager

En las inmediaciones del equilibrio, donde las fuerzas F; son suficientemente pe-
quenas, pueden despreciarse los términos de orden superior al primero en el desarrollo
de la Ec. (11.2) y obtener

T =Y Lk, (11.4)

J

para procesos lineales markovianos. En estas condiciones el teorema de Onsager (On-
sager (1931a,b)) establece que, si elegimos adecuadamente las fuerzas y los flujos, la
matriz de coeficientes cinéticos es simétrica

Lji = Lyj, (11.5)

salvo que exista un campo magnético externo B, en cuyo caso, como probé Casimir
(1945)

L;jx(B) = Li;(—B). (11.6)

La importancia de este resultado en la TPI lineal es imposible de sobrevalorar. Antes
de proceder a su demostracién -basada esencialmente en la teoria de fluctuaciones, la
reversibilidad microscépica y la hipétesis de regresién de fluctuaciones- procederemos
a clarificar qué se entiende por una eleccién adecuada de las fuerzas y los flujos.
Esencialmente estas deben ser magnitudes conjugadas entre si, i.e., deben entrar como
pares acoplados en la expresion de la produccién de entropia. Para comprender mejor
esto, escribamos la variacion de la entropia de un sistema aislado como consecuencia
de una fluctuacién (&1, ...,£») en torno al equilibrio como

AS = AS(€1, ..., En), (11.7)
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donde & = z; — 29, i =1,...,n representan las desviaciones de las variables termodi-
némicas del sistema z; de sus valores de equilibrio, 9. En torno al equilibrio podemos
desarrollar la variacién de entropia como

1
AS = =57 D il ooy (11.8)
4,3

donde hemos tenido en cuenta que AS(0) = 0 y que la entropia en el equilibrio es un
méximo, e introducido la matriz simétrica y definida positiva
O?AS
Yig = — :
0,06

(11.9)

Las fuerzas que deben ser usadas en las relaciones para que el teorema de Onsager
sea aplicable a los coeficientes cinéticos son aquellas que verifican

Ji = éh
0AS
F = 9
k=1

i.e., las que son variables conjugadas entre si. En términos de estas variables podemos
escribir la produccién de entropia en el proceso irreversible como:

. 0AS 1 : :
c=AS = 5 = 3 ;%k (Eifk +§i§k)

= k&€ = > Fidi, (11.11)

donde hemos tenido en cuenta la simetria del tensor 7;; derivada del teorema de
Cauchy-Schwartz. Ademads, dado que la produccién de entropia debe ser positiva en
virtud de la segunda ley de la Termodinamica,

Ly >0
> LixFiFy >0 ) ) (11.12)
™ LiiLyr > 7(Lir + Lii)”.

La termodinamica de procesos irreversibles lineal consiste en combinar los resultados
(11.4), (11.5) y (11.11), identificando en el caso concreto las fuerzas y flujos para
escribir la produccién de entropia de la forma (11.11) y analizando las implicaciones
de las relaciones fenomenolégicas combinadas con el teorema de Onsager.

Veamos como ejemplo el tratamiento termodindmico de fenémenos termoeléc-
tricos. Consideremos para ello un sistema con cargas méviles sometido a la accién
conjunta de un campo eléctrico (E = —V ), un gradiente de temperatura (—=VT) y
un gradiente de concentracién o de potencial quimico (—V ) o, en presencia de un
potencial, electroquimico (—V ue; pe = u(T, N) + qp). Supongamos que todos ellos
son suficientemente débiles como para que el sistema se encuentre en la regién lineal.
La ecuacién fundamental en representacién entropia en este caso es

_ 1 He
ds = TdU TdN,
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por lo que las fuerzas generalizadas apropiadas para escribir la produccién de entropia
(3
seran

n=v(;

1
T) P P == Ve, (11.13)

asociadas respectivamente al flujo de energia (Jg) y de particulas cargadas en el
interior del sistema (Jy). En términos de estas fuerzas y flujos, la produccién de
entropia (11.11) se escribe como:

o= JiF;=JoV (%) —JN%VMS. (11.14)

El sistema de ecuaciones de Onsager conduce entonces a

1 1
Jo = LuV <f)_L12TVME’
Iy = LaV (L) - Lpmiv (11.15)
N = 21 T 2275 V e .

A partir de las ecuaciones anteriores podemos obtener los diferentes coeficientes de
transporte sin més que estudiar el comportamiento en diferentes condiciones de traba-
jo. Asi, podemos evaluar la conductividad térmica de la ley de Fourier, Jo = —k7 VT,
usando que, en condiciones de corriente de particulas nula (Jy = 0), las ecuaciones
anteriores conducen trivialmente a:

1 1 Lo 1
L 2) L (- -
09 () - per (-725) 7 (7)

Loy Lo 1
(n-2222) v (5)

Li1Las — L, Li1Las — L3,
_tmio T bz gp _ f1itoz = Lig
LoT? VL7 RT L2

Jaq

(11.16)

donde hemos usado la simetria de los coeficientes cinéticos de Onsager, que se verifica
en la region lineal. Obsérvese que la conductividad térmica k7 > 0 en virtud de la
segunda ley de la termodindmica, que implica que L11Las — L%, > 0 para que la la
produccién de entropia sea una forma cuadratica definida positiva. Por otro lado, en
procesos isotermos el sistema (11.15) conduce a una densidad de corriente J = ¢Jn:

1 2 1 q*Las
= —qLa2 =V =—q Las— =—==, 11.1
J q 22TVM q 22TV<P:>0 T (11.17)
donde hemos usado la ley de Ohm, J = —oV . Si usamos ahora la definicién de
fuerza electromotriz, g¢ = —V ., tenemos que
_ _ L21
qLQQT ’

Usando la definicién de coeficiente Seebeck, ¢ = —SVT < ¢SVT = —V u., obtene-

mos:
1 Lo

- . (11.18)

3Por conveniencia se utiliza Vqlfe en lugar de V (“Te) ya que la eleccion de los flujos

y fuerzas conjugados no estd univocamente determinada, sino que hay libertad de elecciéon
siempre que o = Zj F;Jj.
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Finalmente, en condiciones isotermas, ademas de (11.17) se verifica también que Jo =
—L12Vue /T, por lo que

L1z J,

qL22

Jo =

lo que permite deducir la segunda relacién de Thomson del coeficiente Peltier en la
relacion de Thomson Jg = I1J,

_ Lo
qLas

=TS. (11.19)

11.1.1. Demostraciéon del teorema de Onsager

Demostraremos ahora el teorema de Onsager. Como se ha mencionado anterior-
mente, este resultado reposa sobre tres propiedades fundamentales como son la re-
versibilidad microscépica, la teoria de fluctuaciones y la hipétesis de regresién. En
virtud de la primera de ellas el efecto que tiene una variable & a tiempo ¢ en otra &;
a tiempo ¢+ 7 es la misma que debe tener en sentido contrario, i.e., &(t+7) en &;(¢).
Asi, la reversibilidad microscopica exige que se verifique la siguiente igualdad entre
las funciones de correlacién de las variables termodindmicas:

G (t+7) = &()&i(t+ 7). (11.20)

Teniendo en cuenta que a primer orden & (t + 7) = & (¢) + Tfi(t), podemos reescribir
la ecuacién anterior de la forma:

&0 (GO +m60) = &© (60 +&w) =
(1) (1) & (& (). (11.21)

Este resultado, denominado también principio de balance detallado, guarda una obvia
relacién con la forma usual Po,iwmi = Pimwim, y constituye la base de la fundamenta-
cién tedrica de la simetria de los coeficientes cinéticos. Ademds, implica que los flujos
de las variables en cualquier instante de tiempo son iguales en ambos sentidos de
transformacion, i.e., en el equilibrio toda transformacién de las variables se compensa
por una transformacién exactamente inversa. Onsager (1931a) lo expresa como “...the
assertion that transitions between two (classes of) configurations A and B should take
place equally often in the directions A—B and B—A in a given time 7.

En este punto debemos introducir una hipotesis sobre el decaimiento de las fluc-
tuaciones microscopicas de las variables del sistema. Onsager introduce para ello la
hipétesis de regresion de fluctuaciones, que establece que la atenuacién de las fluctua-
ciones microscépicas sigue, en promedio, las leyes fenomenolégicas macroscépicas:*

&i(t) = ZLika (11.23)
k

4Por derivada temporal se entiende el cociente de diferencias

éz’ _ &(t+71) fz(t)7 (11.22)
T
donde 19 € T K Ty, siendo 719 el tiempo molecular caracteristico o tiempo de colisién en el
que se establece el estado estacionario en el sistema, y 7, el tiempo caracteristico de regresiéon
de las fluctuaciones del sistema, en el que se establece el que se reduce apreciablemente la
desviacién del equilibrio en el mismo.
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Sustituyendo en la Ec. (11.21) tenemos:

&(t) Y LjkF
k

&)Y LuFr,
k
S Lip&(OF. = > L& (t)Fr. (11.24)
k k

Para el calculo de los promedios de equilibrio &;(t)Fr se emplea la teorfa de fluctua-
ciones de Einstein, otro de los pilares de la teoria de Onsager. De acuerdo con aquella,
la probabilidad de que se produzca una fluctuacién caracterizada por una variacién
de entropia AS(€), donde & = (&1,...,&n), estd dada por la Ec. (2.168):

AS(&)
pP(g)=—° kism . (11.25)
[ dée F5
De este modo, el promedio de equilibrio m buscado es
AS(&)
& () Fy, = MIZS(%F’“ (11.26)

[ dée *B
En el caso de que las fuerzas Fj sean conjugadas de las variables £, podemos integrar
por partes para obtener:

AS(&)

fd{eﬁfjags(f)
G Fe = AS(E) S
J dée Fs
AS(&)
)
= k d. i
e ]
1 as ] merr) AS©) J¢,
= kBAS(&){|:§i€ kp :| 7/d£6 kB %
deG kg min(€g) k
= —kpdjk. (11.27)

Consecuentemente, sustituyendo en la Ec. (11.24) tenemos trivialmente el resultado
buscado, Lj; = L;;, culminando la demostracién del teorema de Onsager.

Es de destacar que el resultado anterior se basa en la reversibilidad de todas las
fuerzas microscépicas que actiian en el sistema. No obstante, cuando esté presente un
campo magnético B la situacién es mas compleja, dado que, debido a la peculiar forma
de la fuerza de Lorentz, F' = v X B, para conseguir que las particulas reviertan sus
trayectorias en el espacio de configuraciones (alternativamente su evolucién temporal
en Mecédnica Cudntica) han de invertir, no sélo sus velocidades, sino también el campo
magnético. En este caso, Casimir prob6 que L;;(B) = L;;(—B) (Casimir (1945)).

Como demostré Moreau (1975), la simetria de los coeficientes cinéticos puede
obtenerse a partir de la ecuacién maestra que rige la evoluciéon temporal de la distri-
bucién de probabilidad de un sistema markoviano estacionario, {PZ}Ll, y que hemos
tratado ampliamente en capitulos anteriores de esta obra:

dPp, (t)

> [Ps(t)wsm — P (t)wms] - (11.28)

s
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donde, como de costumbre, wsy, es la probabilidad de transicion por unidad de tiempo
entre los estados s y m del sistema, de modo tal que la probabilidad de transicién del
sistema de (s,t) a (m,t+7) es K(s,m;t,t +7) = dsm + Wsm 7. Asi pues, la evolucién
del valor medio de una magnitud podemos escribirla como

4 %ZP[@

g

- Z@@

- <g>+;;wmz<mm¢z

= <%>+Zl:;wmsz(¢z—¢m), (11.29)

donde hemos usado la ecuacién maestra y que, para un sistema aislado, wmi = Wim,.
Por otro lado, si el sistema se encuentra préximo al equilibrio (regién lineal), P, =
Pf?44P;, con Pf? = 1/T' y, légicamente, por normalizacién Y, P, = 0. En este caso,
la entropia estadistica, al orden méas bajo en las fluctuaciones, se expresa como:

S = —kBZPllnPl
l

- k:BlnF—%Z(SPZ +F kBZcSPl

R

kplnT — %Zm : (11.30)

Por otro lado, los valores medios de las fluctuaciones de las variables que definen el
estado termodindmico -que supondremos no contienen ninguna dependencia explicita
del tiempo- respecto a su valor de equilibrio & pueden escribirse como:

(¢t d ; déP;
<d€t> _ azpj@, — Z (11.31)

J

Por otro lado, como se ve en (11.29),

(¢’ i g
S AT

SO wnsPu (6 - €0).- (11.32)
J m

Ademads, es necesario tener en cuenta que la variacién de entropia puede expresarse
como

ds id déPJ
E DL SR WD 2

déP

, (11.33)
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donde se ha usado la Ec. (11.30). Comparando las dos ecuaciones anteriores,
,ﬁ Z Fiel, (11.34)
lo que, sustituyendo en la Ec. (11.32), conduce a:
U = T wira (- )
J
FkB 3 Z ZF €5 Wi, (gj - g:'n) . (11.35)

J

Comparando este resultado con la expresién habitual

==, (11.36)

obtenemos para los coeficientes cinéticos

- FkBZmewma (63 6%), (11.37)

J

que coincide con L*® siempre que Wmj = Wjm. Nétese ademds que el resultado an-
terior proporciona una expresién para los coeficientes cinéticos en términos de las
fluctuaciones microscépicas y de la matriz de probabilidades de transicién.

11.2. Estados estacionarios: teorema de minima
producciéon de entropia y teoria de estabi-
lidad de Lyapunov

Un estado estacionario es un estado de no equilibrio independiente del tiempo. Por
ejemplo, en un cuerpo sobre el que se impone desde el exterior un gradiente constante
de temperatura y en el que se establece entonces un flujo de calor independiente del
tiempo. Por otro lado, un estado estacionario también puede interpretarse como aquel
al que tiende un sistema en situacién de no equilibrio débil y en el cual se produce
entropia a la minima tasa posible. La existencia y estabilidad de estos estados en la
region lineal estd garantizada por las relaciones fenomenolégicas de Onsager que rigen
en esta region como se trata a continuacién.

11.2.1. Teorema de minima produccién de entropia.

Consideremos un sistema sobre el que actian las fuerzas termodindmicas
Fi,...,F,. En el caso de que el sistema se mantenga en un estado con las fuerzas
exteriores F1, ..., F} fijadas, el estado de minima produccién de entropia es aquel en
el que los flujos Ji41, ..., Jn se anulan.

La demostracién de este teorema, debida originalmente a Prigogine para sistemas
con un unico pardmetro fijo (Prigogine (1945)), es como sigue. De acuerdo con la Ec.
(11.11), la produccién de entropia puede escribirse de la forma:

i ij
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lo que implica que para que esta funcién de las fuerzas sea minima, Vo (F11,...,Fn) =
0,

do

ﬁ = Z Lij (6szJ + 5iji)

ij
2> Ly Fj =2Jp =0, m>k+1 (11.39)

J

lo que prueba el resultado deseado.® En la regién lineal, todos los sistemas evolucio-
nan hacia un estado estacionario en el que hay una produccién de entropia minima y
constante.® Evidentemente, los flujos asociados a las fuerzas que se mantienen cons-
tantes desde el exterior no se anulan, sino que se mantienen en un valor constante
en el tiempo. Esto define un estado estacionario denominado de orden k. La esta-
bilidad de éste estd garantizada por el denominado principio de Le Chatelier, que
establece que cuando sobre un sistema se realiza una perturbaciéon de un pardmetro
se establece una transformacién que, de poder producirse aisladamente, produciria un
cambio del pardmetro en cuestion en la direccién opuesta. Esto es, la transformacion
tiende a compensar (cancelar) la perturbacién. Esto puede demostrarse de manera
general como sigue. Consideremos que se produce una perturbaciéon de una de las
fuerzas que actiian sobre un sistema en el estado estacionario, FJ,, de tal manera
que Fp, = F° + 6F,,. En esta situacién, los flujos sufren también una perturba-
cién respecto a su valor en el estado estacionario de minima produccién de entropia,
Im = IO 4+ 6Jm = J2 + Lm0 Fpm. Ahora bien, de acuerdo con el teorema de minima
produccién de entropia, JS, = 0, por lo que

Jm = Linm6Fpm, (11.40)

con Lym > 0 debido al cardcter positivo de la produccion de entropia, o = Zl F;J;.
Singularizando el término perturbado se puede escribir

o = Y FJi=>» FJ 4 JnFn
@ i#Em
= > > LyFYF) + (Fp +0Fn) (6Jm)
iEFm j
= Y N LiFYF) + Lm0 FnFoy + Linm (0F)°
i#£Fm j
= UO + me (6Fm)2 3
donde hemos tenido en cuenta nuevamente que segtn el teorema de minima produc-

cién de entropia el flujo estacionario de la fuerza no fijada verifica JS, = Linm Fo, = 0.
Asi pues,

0 — 0" = Lym (6Fn)* > 0, (11.41)
5El hecho de que (Ji,...,Jx;0...0) se trata de un minimo viene garantizado porque
0% do
— =2—— =2 LimOmi = 2L;;,
OF,0F; " OF, ; e Y

que es una forma cuadratica definida positiva.

SEsto no es cierto, sin embargo, en la regién no lineal en la que ya no son vilidas las
relaciones fenomenolégicas (11.4), donde los sistemas pueden exhibir comportamientos muy
complejos como oscilaciones de concentracién, ondas viajeras, estructuras de Turing e incluso
caos.
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9 es minima

lo que implica que la produccion de entropia en el estado estacionario o
(Lmm >0) y

8 JmdFp > 0, (11.42)

esto es, los flujos van en la direccién de las fuerzas que los producen. Esto implica,
entre otras cosas, que al desconectar la fuerza aplicada (6Fy, < 0) se produciria una
corriente §J,, < 0 que tenderd a recuperar el estado de equilibrio, i. e., se trata de un
equilibrio estable.

El estudio de la estabilidad de los estados estacionarios puede acometerse de modo
més general a partir de la teoria de estabilidad de Lyapunov, que permitira analizar
la estabilidad de estados de no equilibrio, mas alla de la regién lineal.

11.2.2. Teoria de estabilidad de Lyapunov

La formulaciéon de Lyapunov proporciona las condiciones de estabilidad de un
determinado estado estacionario de un sistema. Consideremos un estado X de un
sistema fisico, cuya evolucién temporal estd gobernada por el sistema dindmico

dX

dt

donde A es un vector de parametros, que pueden o no depender del tiempo, y Z es

un operador diferencial parcial. El estado estacionario del sistema estd dado por la
solucién del sistema de ecuaciones acopladas

dX

dt

=Z(X (r,t);\), (11.43)

= Z(X.(r);A\) =0, (11.44)

Analizando el comportamiento de este estado estacionario” bajo una pequefia per-
turbacién de uno de sus pardmetros § X, podemos comprender la estabilidad del
estado estacionario. Este serd estable si y sélo si, al cesar la perturbacion, el sistema
recupera el estado estacionario. Esto puede comprobarse definiendo una distancia del
estado X al estacionario X, y verificando que esta distancia decrece con el tiempo
de manera mondétona. Para un sistema dindmico no lineal del tipo de la mayoria de
los que siguen los sistemas termodindmicos puede demostrarse el siguiente resultado,
denominado segundo teorema de Lyapunov (1992).

Teorema 1 FEl estado estacionario Xs de un sistema dindmico es asintdticamente
estable (t — 00) si existe una funcion L (6X), tal que

L(6X) > 0,
% < 0. (11.45)

Una funcién (o funcional si las variables de estado X son a su vez funciones de la
posicién, como por ejemplo en el caso de una reaccién quimica con una distribu-
ci6n inhomogénea de los reactivos) que verifique las condiciones (11.45) se denomina
funcional de Lyapunov.

En la region lineal es sencillo ver que una funcién de Lyapunov que determina la
estabilidad de los estados estacionarios es la propia produccién de entropia,

73:/ adV:/ > FJ;dV > 0. (11.46)
% Vo
J

"Esta nocién de estabilidad no se restringe unicamente a estados estacionarios, sino que
puede aplicarse también a estados periddicos, aunque no consideraremos este caso en este
texto introductorio.
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Efectivamente, la produccién de entropia crece a medida que nos desviamos del estado
estacionario y, en virtud del segundo principio de la Termodinamica, es una cantidad
definida positiva, por lo que verifica la primera de las condiciones para ser un funcional
de Lyapunov. Por lo que respecta a su derivada temporal, es posible descomponerla
en dos partes, una correspondiente al cambio de las fuerzas y otra al cambio de los

flujos
dP dj; ,  dF;
dt / Z( i@ T )dv

AP dpP
arP 11.4
at T dt (11.47)

Usando las relaciones de Onsager es inmediato demostrar (ver ejercicio 3) que en la
region lineal
dsP . dF'P 1dP
-~ dt  2dt’
Ademas, es posible probar que, en todo el dominio de la termodindmica de procesos
irreversibles (ver ejercicio 4), y en particular en la regién lineal,

dFP / TV = /dV ZFJ]§O (11.49)

(11.48)

siempre que las condiciones de contorno que se usen sean independientes del tiempo.
Este resultado es, sin duda, uno de los méas generales de la termodinamica lineal de
procesos irreversibles. Esto concluye la demostracion de que la produccién de entropia
en la regién lineal es un funcional de Lyapunov para el estado estacionario. Por tanto,
este estado es asintoticamente estable frente a perturbaciones y en él se registra la
minima produccién de entropia compatible con las condiciones impuestas al sistema.
Esto permite definir la denominada rama termodindmica constituida por todos los
estados estacionarios estables en la regién lineal, y por el propio estado de equilibrio,
en el cual la produccién de entropia es nula.

El criterio de estabilidad de Lyapunov puede usarse también mas alla de la region
lineal en la que son vélidas las relaciones fenomenolégicas de Onsager, pero en el caso
de estos estados muy alejados del equilibrio ya no es la produccién de entropia la
que proporciona el funcional de Lyapunov, sino que, como demostraron Glansdorff
& Prigogine (1970), la estabilidad de estados arbitrariamente alejados del equilibrio
estd, controlada por la variacién segunda de la entropia §29,% ya que esta verifica las
condiciones para ser un funcional de Lyapunov:

828 < 0,

2

d‘;ts = Y 0FdJ, > 0. (11.50)
k

11.3. Ejercicios relacionados

Ejercicio 11.1:

La diferencia de presién termomolecular y el efecto termomecanico se producen
cuando interaccionan un flujo de calor y otro de materia en un sistema. Considérese
un sistema de un solo componente encerrado en dos recipientes I y II separados por

88 = Sop + 65 + %525 + ..., donde Sp es la entropia de un cierto estado de referencia
(normalmente estable).
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un capilar, un pequeo orificio, una membrana o un tabique poroso, entre los que
se establecen gradientes de presién (AP) y temperatura (AT), estando el conjunto
aislado adiabaticamente. Obténgase la expresion de la produccion de entropia del sis-
tema en términos de las fuerzas y los flujos adecuados y exprésese dicha cantidad en
funcién de las diferencias de presién y de temperatura. Aplicando las relaciones feno-
menolégicas de Onsager, analicese i) el estado con AT = 0 (efecto termomecdnico),
y ii) el estado estacionario del sistema con flujo mésico nulo (Jas = 0), y demuéstrese
que
AP h-U"
AT~ T
donde U* = La1/L11 = Ju/Jum es la energia de transferencia, y h y v la entalpia y
volumen especificos del sistema.
Ejercicio 11.2:
Demuéstrese el principio de Le Chatelier para los estados de minima produccién
de entropia cuando se perturban n — k fuerzas,

(11.51)

F, = F+4§F,, E+1>m>n

Este resultado es una generalizaciéon del principio de Le Chatelier y garantiza que
un sistema sobre el que actian n fuerzas, k£ de ellas fijas, perturbado alcanza en
un cierto tiempo un estado estacionario en el cual los pardmetros asociados a las
fuerzas se mantienen constantes y los demés toman el valor compatible con la minima
produccién de entropia. En el caso de que se perturbe este estado con alguna §F;,
el principio de Le Chatelier garantiza que se producird un flujo §.J; que disminuirad
0F;, por lo que el estado estacionario es estable en el régimen lineal. Estos estados se
denominan estados estacionarios de orden k.

Ejercicio 11.3:

Demuéstrese la Ec. (11.48).

Ejercicio 11.4:

Pruébese la relacion en el caso de un sistema en el que tiene lugar un conjunto de
reacciones quimicas a T'y P constantes (Glansdorff y Prigogine Glansdorff & Prigo-
gine (1954)). Los flujos en este caso son las velocidades de reaccién y las fuerzas las
afinidades quimicas, cuya expresién para la reaccién p en términos de los potenciales
quimicos y los coeficientes estequiométricos es A, = — >, Vok ik
Ejercicio 11.5:

Demuéstrense las relaciones en (11.50).

Ejercicio 11.6:

Utilicense las condiciones de estabilidad (11.50) para analizar la estabilidad de los

estados estacionarios de las reacciones quimicas

() A+B ’“k: C+D
f

(ii) 2X +Y == 3X,
kg

y demuéstrese que el estado estacionario correspondiente al proceso autocatalitico (ii)
puede volverse inestable.

11.4. Lecturas complementarias

» Groot, S. (1963). Thermodynamics of Irreversible Processes. Selected topics in
modern physics. North-Holland Publishing Company.
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» Kondepudi, D., & Prigogine, 1. (1998). From heat engines to dissipative struc-
tures. Modern Thermodynamics, John Wiley € Sons, Chichester.






Capitulo 12

Ecuacion de Transporte de
Boltzmann

12.1. Introduccién

Consideremos en este tema la primera fundamentacion microscopica de los fe-
némenos de transporte, realizada por L. Boltzmann en 1871 en el contexto de sus
tabajos sobre la fundamentacion de la mecénica de la Termodindmica. La ecuacién
de transporte Boltzmann, es el resultado central de la teoria cldsica de transporte
junto con el teorema de Liouville. Como sabemos, este dltimo analiza la evolucién
temporal de la funcién densidad en el espacio fasico p (q, p,t), mientras que la ecua-
cion de transporte describe la evolucién temporal de la funcién densidad de particulas
en el espacio fésico de configuracién, f (r,v,t). A diferencia del primero, que descri-
be el comportamiento irreversible a nivel de muchos cuerpos, la segunda es vélida
Unicamente a nivel de una particula y exige, pues, que el sistema sea débilmente
interactuante. Como veremos, uno de los principales logros de esta ecuacién es que
permite predecir un comportamiento irreversible sobre la base de la mecdnica newto-
niana, combinando la accién de fuerzas derivadas de un potencial (ponderomotrices)
y fuerzas dispersivas asociadas a transferencia de momento en colisiones, si bien seré
necesaria la introduccién ad hoc de una hipétesis, la hipétesis de caos molecular.

Sea f (r,v,t) la densidad de particulas en un elemento de volumen drdv en torno
a (r,v) en un instante determinado ¢, de modo que:

n(r,t)

/f(nv,t)dv,
N@t) = /n(r,t)dr. (12.1)

Dado que el nimero de particulas es una magnitud conservada, durante la evolucién
temporal (irreversible) del sistema esta funcién cambia de acuerdo con la ecuacién de
continuidad

of _
o T@Vw)r=o. (12.2)

Asi pues, si tenemos en cuenta que el vector velocidad en el espacio de configuraciones

329
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es w = (P, v), obtenemos

%Mvrfwvvf = 0 &
of F B
o TV Vf = 0, (12.3)

donde F es la fuerza que actta sobre el sistema en caso de que exista. Evidentemente,
en el caso de que, ademas, existan colisiones en el sistema, el efecto de estas serd mo-
dificar la densidad de particulas en un determinado elemento de volumen del espacio
de configuraciones. Asi, pues,

of Fo . (0
o v+ Evy- ( 8t)wl , (12.4)

versién de una ecuacién de continuidad en el espacio de configuracién para una can-
tidad no conservada. Este tltimo término puede obtenerse como un balance entre el
efecto de las colisiones que dan lugar a particulas con velocidad v a partir de particu-
la(s gzon alguna otra velocidad v’, kH)(r7 v’,v), y las que producen el efecto opuesto,
k7 (v, 0").

<8—f)ml = /dv [k(+) (r,v',v) — £ (r,v,v )} , (12.5)

lo que guarda una obvia relacién con la ecuacién maestra que vimos en la seccién
B.2.!

La obtencién de las funciones k() y k) procede como sigue. El nimero de coli-
siones con velocidad final v en un elemento de volumen dr del espacio se obtiene como
el nimero de particulas de cualesquiera otras velocidades que, mediante colisiones,
generan una velocidad v. Consideraremos tnicamente colisiones binarias, lo que es
légico en sistemas diluidos (débilmente interactuantes). El nimero de colisiones que
conducen al menos a una particula saliente con velocidad v podemos obtenerla como
la cantidad de particulas de velocidades vi y w5 que conjuntamente se encuentran
en la posiciéon r multiplicado por la probabilidad de que se produzca una colision
(v1,v5) — (v1,v2), o (v, v5;v1,v2). Asi:

K (r,0',0) = fo (01, vh57) 0 (v), 03301, 02) (12.6)
y, andlogamente,

k) (r,v,v") = fa (v1,v2;7) 0 (v1, 02507, v3) . (12.7)
donde o (v1,v2;v],v5) es la seccién eficaz de dispersidn, i.e. la probabilidad de coli-

siones (v1,v3) — (v1,v2). Para obtener la densidad de dos particulas f2 (v1, vy;7)
se introduce la denominada hipétesis de caos molecular (Stosszahlansatz),

f2 (’Ui,’l}é;”‘) = .f (/Ullv,r) f ('Ué,”‘) ) (128)

que establece la independencia de las velocidades en los elementos de volumen del
fluido y la probabilidad de dispersién (scattering) en (v1,v2), o, equivalentemente, en

INé6tese que la posicién de las particulas no cambia debido a la corta duracién de las
colisiones.
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el dngulo sélido correspondiente 2, es Io(2)d2, donde o(f2) es la seccién eficaz e I
el flujo incidente, dado por I = |vy — v1]. Asi:

k) (v’,v;r) = f (Ui,r) f (vé,r) ’vé — 'vi}a(ﬂ)dﬂ
= fifz|va —vi| o(Q)dQ,
KO (0,057) = f(01,7) f (v2,7) [0z — 01| 0(2)d2

f1f2|v2 — v1| o(2)dQ. (12.9)

Teniendo en cuenta la conservacién del momento lineal y de la energia cinética en las
colisiones (elasticas), |v] — vy| = |v1 — v2|, de modo que podemos escribir

8 ! pl
(%)wl - //deU(Q)dQ lv1 — v (f1f2 = 1f2) (12.10)

que constituye el término de colisiones binarias de Boltzmann. De este modo, la
célebre ecuacion integro-diferencial de transporte de Boltzmann se escribe como:

(%{) “’g% + %% = //d”W(Q)dQ o1 —wo| (fifs — fif2) . (12.11)

. e (0)
Naturalmente, en el caso de un sistema en equilibrio dfdt = 0 y por tanto ffo) 2<0) es

una constante en el proceso de colisién. Asi:

In fl(o) +In fQ(O) = cte. (12.12)

Teniendo en cuenta que para particulas sin spin las tinicas constantes del movimiento
son el momento y la energia, de modo que In f(0> =av+bvi+lnc=A (v — w)2 +Inec,
donde A y ¢ son constantes. Si consideramos que en ausencia de desplazamiento
colectivo del fluido, la velocidad de su centro de masas es (v) = 0, entonces la forma
més general posible de la funcién de distribucién de equilibrio sera

In f(v)? = Av® + Inc, (12.13)

y teniendo en cuenta que
[ 1@ Vo =,
tendremos:

FO () = n ( 2)3 o Av?. (12.14)

La constante A estd relacionada con la temperatura del gas pero serd necesaria una
expresién para la entropia para obtenerla.
Definamos la magnitud

H(t) = /drdvf (r,v,t)In f (r,v,t), (12.15)

conocida como H de Boltzmann. Un resultado central (y no trivial) de la teorfa es la
evolucion irreversible de esta magnitud durante la evolucién del sistema. En efecto, si
esta evolucién estd gobernada por la ecuacién de transporte de Boltzmann, es posible
demostrar que:

dH
— < 12.1
<, (1216)
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lo que se conoce como teorema H de Boltzmann. Calculemos para esta demostraciéon

W graw?l (nf 1) = /drdv—flnf, (12.17)
dt ot
donde hemos usado la constancia de la densidad de particulas. La ecuacién anterior

puede escribirse como:

i _ 1
da 4

/d’rdvldvgd&cf(Q) |v1 —v2| (fifo — f1f5) In ;1;2, <0, (12.18)

donde hemos usado la simetria del término de colision

/d’U1J12 f1)Y(v1) /dvlJlg f1)¥(v2) = /d’U1J12 f1)¥(v1)

f/dvljlg(fl)\ll(vé), (12.19)

con
Ta() = [ dvadfio(@) o1 —val (£S5~ 12). (12.20)
La magnitud H se relaciona con la entropia a través de S = —kpH, lo que permite

deducir que la constante de la distribucién de equilibrio A es:

3 2
=__ O — g ()T 2o T 12.21
ket 1 N k) U (1221)

Como puede verse, el teorema H fundamenta la produccién irreversible de entropia
hasta un méaximo de equilibrio durante la relajacién del sistema a este estado, siendo
la distribucién final alcanzada la distribucién de velocidad de Maxwell.

12.2. Aproximaciéon del tiempo de relajacion

Una aproximacion frecuente para el término de colision es

(%) _ =19 er (12.22)
col

ot T T

La cantidad 7 es el tiempo de relajaciéon. Aunque de modo general depende del vector
de onda -cada modo se relaja con un tiempo diferente- se considera en una primera
aproximacién constante. Naturalmente, en esta aproximacién simple,

F(t) = fo+bfe 7. (12.23)

El tiempo de relajacion puede relacionarse con el mecanismo que impulsa la evolucién
del sistema al equilibrio en ausencia de perturbaciones exteriores. En el caso del gas
diluido este mecanismo lo proporcionan las colisiones binarias de particulas del gas.
El tiempo de relajaciéon puede relacionarse con la temperatura y la seccién eficaz de
colision entre las particulas del siguiente modo. Calculemos la media de la velocidad
relativa entre particulas del gas

(for = valy = | dvrdonf® (01)1 (02) o~ va] (12.24)

donde hemos considerado que las velocidades de las particulas del gas son indepen-
dientes entre si y f ©) representa la distribucién de velocidades de Maxwell obtenida
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fo + 6f 1

fo 1

Tiempo

Figura 12.1: Representacién de la evolucién al equilibrio de una magnitud f en
la aproximacion del tiempo de relajacién.

anteriormente. Por supuesto, este promedio corresponde al promedio de equilibrio
del sistema. Usando la distribucién de velocidades de Maxwell obtenida anteriormen-
te obtenemos

3
m __m ('U2+’U2)
—v2|) = [ dvidvs | ———= 2kpT VL1727 g — g 12.25
(o =) = [ dondon () &5 OH D oy (12.25)
Pasando al sistema de centro de masas y coordenada relativa en el espacio de veloci-
dades podemos probar que

1
2
oy —vo| =7 = % (%) , (12.26)

lo que se deja como ejercicio para el lector. De este modo, el recorrido libre medio es:
A =or, (12.27)

y la frecuencia de colisién es:
1 _
— = nvo, (12.28)
-

donde o es la seccién eficaz de colisién, que en el caso de colisiones de particulas

clasicas es ¢ = wd?, con d el didmetro de particula. De este modo:

(1) = L = VT ( n )%. (12.29)

nvo - 4dno \ kT

Conocido el tiempo de colisiéon y la funcién de distribucién de particulas podemos
obtener los coeficientes de transporte del sistema en la aproximacién del tiempo de
relajacion. Consideremos el caso de la conductividad eléctrica en un campo oscilante
E = Eoe™*. La ecuacién de transporte de Boltzmann en la aproximacién del tiempo
de relajacién se escribe como:

of . of FO f=f9

§+va7+gasz, (12.30)
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7, 7 7,

Zo—X  Zy Zo+ A

Figura 12.2: Transporte de una magnitud a través del plano z = zg

Asumiendo un sistema con homogeneidad espacial

s f EJf . 4f 1o,
ot ta T v T T\ oMY
_, 9f o =1 of
Ev = = 12.31
ot ta Oe T T (12:31)
Asf pues, suponiendo §f(t) = § f(w)e™ ™, tenemos:
7 af©® 1
0f(w) = —qFEv ( e ) T—ior (12.32)
Consecuentemente, la densidad de corriente de particulas es:
. _ of® 1
Ja = /dv’udf = —q/dvE('vv) ( 5 ) T (12.33)

De este modo, la densidad de corriente sera

/f(v)(o)fp p’E”

Teniendo en cuenta la ley de Ohm convencional j = 5 E, podemos deducir de manera,
directa que

(12.34)

1 —dwr’

. q
Ja = kaBT

Qui

)©)
m?k;BT /f PaPsy—
1

an
m 1 —iwT

S8, (12.35)

que es el tensor conductividad eléctrica dependiente de la frecuencia.

A partir de los resultados anteriores es posible analizar el transporte de diferentes
magnitudes (calor, momento lineal, carga...) en gases diluidos sometidos a perturba-
ciones externas o internas, obteniendo expresiones explicitas para los coeficientes de
transporte en términos de magnitudes microscépicas y constantes universales. Consi-
deremos para ello el transporte de una magnitud ¥ a través del plano z = cte. de la
figura adjunta (Fig. 12.2).

El transporte neto de la magnitud es el resultado de la compensacion de la can-
tidad transportada por particulas que colisionan en z + A y emergen con velocidad
v/] — k y la cantidad transportada por las que con velocidad ¥// + k emergen de
colisiones en z — A\, donde A es el recorrido libre medio en el seno del gas. De este
modo, el flujo neto de la magnitud ¥ a través del plano z = cte es:

Ju = if(z — Moz = V(2 — A) — %f(z Nz + NT(z 4 N)
[f(z=N¥(z =) = f(z+ N)¥(z+ N)]v(2) (12.36)

1
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v ¢ | Ley fenomenologica Coeficiente
T Vi C mkpT\1/2
B | 1| Je= €T | k=g (2
(Fourier) Conductividad térmica
J, = —DVn D=L (ksI)'/?
n n . nao ™m
(Fick) Coeficiente de autodifusion
- o n= (mkpT)'7?
p Vg Jp = —nVu, - wl/20,
i K Viscosidad
7 Vi l n 62 T 1/2
q v Jg=—0VV =0FE o= e (8kBT)
(Ohm) Conductividad eléctrica

donde hemos aproximado la velocidad en las inmediaciones del plano z = cte por el
valor medio del gas diluido. Adem4ds, hemos usado que en un gas diluido el ntimero
de particulas que colisionan por unidad de 4rea y tiempo contra una superficie es
6 = LF(2)3(2).

Teniendo en cuenta que A << z y desarrollando la expresiéon anterior en serie de
Taylor obtenemos:

so= " @ue) - A @) + f(zw%z)}

— FEUE) A S ()W) + (P ()] 00 (12.37)
Por lo tanto \ p \d
Jo = = J0(=) () = §d (fo0) (12.38)

donde hemos usado una vez més que ¥(z) ~ cte = v en las inmediaciones del plano
de referencia.
Naturalmente, en una situacién estacionaria el flujo de moléculas en sentido —k

y +k son iguales, (f9)- = (fv)«, por lo que podemos aproximar

~ -2l (12.39)

Si ademds ¥ depende de la coordenada z indirectamente a través de la variable
controlada desde el exterior y asociada a la perturbacién £ (e.g. si W = F y £ =T),

entonces:
AV dg

que establece la proporcionalidad del ﬂujo de la magnitud y el gradiente de una
magnitud que causa la perturbacion sobre el sistema. En el cuadro adjunto podemos

(12.40)

ver

De este modo, como vemos, usando la Ec. (12.40) y las expresiones (12.26) y
(12.27) para la velocidad y el recorrido libre medio del gas diluido, recuperamos las
expresiones habituales de los coeficientes de transporte.

Ejemplo 12.1

Ley de Fourier
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Si se somete un cuerpo a la accién de un gradiente de temperatura &=1T),se
induce un flujo de calor [¥ = E(T)]. La Ec. (12.40) conduce en este caso a:

- A _dE dT

Si consideramos un gas diluido muy préximo as equilibrio f(z) ~ n, de modo que

A _dEdT 4T

o=y a: T T

lo que nos permite identificar la conductividad térmica del gas de la forma:

K —ém")@
T 9"ar

Sustituyendo las expresiones (12.26) y (12.27) para A y ¥ nos queda:

e (mkﬂ)”

™

KT (12.42)

g0

donde op es la seccién eficaz total.

12.3. Ejercicios relacionados

Ejercicio 12.1:
Demuéstrese la expresion de la distribucién de velocidades de Maxwell en la ecua-
ci6n 12.21.
Ejercicio 12.2:
Demuéstrese la Ec. (12.17)
Ejercicio 12.3:
Demuéstrese la Ec. (12.22)

12.4. Lecturas complementarias

» El-Batanouny, M. (2020). Advanced Quantum Condensed Matter Physics: One-
Body, Many-Body, and Topological Perspectives. Cambridge University Press

» Girvin, S., & Yang, K. (2019). Modern Condensed Matter Physics. Cambridge
University Press.



Capitulo 13

Teoria de la respuesta lineal

En el presente capitulo analizaremos la respuesta de un sistema fisico a pertur-
baciones débiles desde una perspectiva microscépica. En particular, en este marco
encaja la mayoria del andlisis experimental de un sistema fisico. Efectivamente, son
muchas las técnicas experimentales utilizadas para analizar la dindmica de los siste-
mas y tienen en comun la utilizacién de perturbaciones que se acoplan débilmente al
sistema. Estas técnicas pueden dividirse en dos grandes categorfas, mecdnicas (e.g.,
dispersién de luz) y térmicas (e.g., medicién de la conductividad térmica). Las pri-
meras pueden describirse mediante un hamiltoniano de interaccién, mientras que las
segundas deben de tratarse de modo diferente. Fenémenos de no equilibrio pueden ser
la absorcién de energia bajo la accién de estas perturbaciones externas o la tasa a la
que el sistema se relaja al equilibrio desde un estado de no equilibrio predeterminado.
Consideraremos aqui inicamente perturbaciones que apartan al sistema sélo ligera-
mente de su equilibrio, i.e., que lo sitiian en la regién lineal en la que las desviaciones
del equilibrio y los flujos de las diferentes magnitudes estan linealmente relacionadas
con las perturbaciones.

Cuando cesa la perturbacién del sistema, éste se relaja al equilibrio termodindmico
de acuerdo con una pauta temporal como la que puede verse en la Fig. 13.1, gobernado
por la hipétesis de regresién de Onsager. Como vimos en el capitulo 11, esta hipotesis

Ay

Sistema perturbado 4
en un estado de no
equilibrio.

Sistema en

o Equilibrio
relajacién libre

Figura 13.1: Perturbacién y posterior relajaciéon al equilibrio de un sistema
fisico.

es la clave de la TPI en esta regién lineal, y uno de los principios fundamentales sobre

337
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los que se sostiene nuestra comprensién termodindmica y estadistica de los fenémenos
de no equilibrio. Es por ello necesario proporcionar una buena fundamentacién de
esta hipotesis. En la actualidad se considera que este resultado es consecuencia de un
resultado mucho més fundamental que se denomina teorema de fluctuacion-disipacion,
que establece que la respuesta lineal de un sistema a una perturbacién externa se
expresa en términos de las propiedades de sus fluctuaciones en equilibrio térmico. De
acuerdo con Chandler (1987), Onsager conoceria este resultado dos décadas antes de
que Callen y Welton lo probasen en 1951.

Como veremos en este capitulo, la descripcién de los coeficientes de transporte
de un sistema lineal -los que proporcionan la respuesta del sistema a perturbaciones
macroscopicas- estd dada por las integrales temporales de las funciones de autoco-
rrelaciéon de los flujos microscépicos asociados. Es por ello que debemos considerar
el formalismo de las funciones de correlacién (y autocorrelacién) temporal. La im-
portancia de éstas en el formalismo estadistico de no equilibrio puede ponderarse
adecuadamente comparandolas con las funciones de particién: si éstas proporcionan
toda la informacién termodindmica de un sistema en equilibrio, lo mismo puede de-
cirse de las funciones de correlacion temporal en la teoria de procesos de transporte
y en el comportamiento del sistema fuera del equilibrio.

En este capitulo vamos a deducir las ecuaciones de los coeficientes de transporte en
términos de las funciones de correlacién temporal. Como ya hemos dicho, es necesario
distinguir a este respecto entre procesos de transporte inducidos por perturbaciones
exteriores (expresables, en general, en términos de un hamiltoniano) y procesos aso-
ciados a fuerzas internas (o termodindmicas). La referencia bdsica para las primeras
es el método de Kubo et al. (1957), que da nombre genérico al formalismo hasta el
punto de que las ecuaciones obtenidas por este y por otros métodos se denominan
férmulas de Kubo o de Green-Kubo. Tratamientos de este método més pedagdgicos
que el original pueden encontrarse en Zwanzig (1965) o McQuarrie (1976). Por lo
que respecta a las segundas, no existe en la actualidad modo alguno de representar
el efecto de la energia térmica mediante un hamiltoniano, por lo que no es posible
aplicar el método de Kubo. Una clasificacién de los principales métodos utilizados
para el tratamiento de este tipo de procesos de transporte de origen térmico se puede
encontrar en el excelente review de Zwanzig (1965), y alguno de ellos lo trataremos
posteriormente. Comencemos ahora el tratamiento de la respuesta a fuerzas externas
de tipo hamiltoniano.

13.1. Funciones de correlacién temporal

La correlacién temporal de las fluctuaciones microscépicas de dos magnitudes de-
pendientes del tiempo A(¢) y B(t) puede hacerse en términos de la funcidn de corre-
lacién temporal de las fluctuaciones de las variables (operadores en el caso cudntico)
correspondientes. Trataremos inicialmente el caso cldsico, mostrando posteriormente
las modificaciones que precisa el caso cuantico. Consideremos dos funciones de las
variables fasicas A(t;p,q) = A(t) y B(t;p,q) = B(t). La funcién de correlacién tem-
poral de estas dos variables estd dada por el promedio de equilibrio de su producto
en dos instantes de tiempo diferentes

Can(t,t) = (A()B(t')) = / dpdgA(t)B() £ (p,q), (13.1)

donde f(p,q) es la funcién de distribucién de probabilidad en el espacio fasico del
sistema. Evidentemente, este es el momento de primer orden respecto al origen en
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las dos variables aleatorias. Suele considerarse también como funcién de correlacion
el momento central de primer orden en las dos variables (covarianza)

Csasp(t,t') = (A(t)6B(t)) = /dpdq§A(t)§B(t')f(p, q), (13.2)

donde §A(t) = A(t)—(A) es la desviacién en el instante ¢ de la variable A de su valor de
equilibrio independiente del tiempo. Ambas formas contienen la misma informacién
estadfstica, ya que estdn trivialmente relacionadas entre si como (§A(t)dB(t')) =
(A()B(H)) - (A)(B).

Dado que los promedios de equilibrio son invariantes por traslacién temporal, se
verifica la identidad obvia

Cap(t,t') = (At)B(t')) = (A(0)B(t' — t)) = Cap(0,t' —1t). (13.3)

Asi, en un sistema de equilibrio las funciones de correlacién entre variables dindmicas
a tiempos diferentes deben depender tinicamente del intervalo temporal y no del valor
absoluto del tiempo, lo que permite escribir

Can(t) (A(0)B(t))
{(A(=1)B(0))

Cap(—t). (13.4)

Otras interesantes propiedades de las funciones de correlacién tienen relacién con su
comportamiento asintético de tiempos largos y tiempos cortos, ya que es inmediato
probar que:

lim Cap(t) = (AB),

t—0

2%05A53(t) = COV(A,B)7
lim Cap = 0. (13.5)
t— o0

Este decaimiento de las correlaciones es la denominada regresién de las fluctuaciones
espontaneas a la que hace referencia la hipétesis de Onsager.

Particularmente importantes son las denominadas funciones de autocorrelacién
temporal, que describen las correlaciones de los valores de un observable A(t) a lo
largo del tiempo consigo mismo:

Cant.t) = (ADAW)) = [ dpdaA()A®)S (p.), (13.6)

o, para las desviaciones del equilibrio del observable,
Csasa(t,t') = C(t,t') = (SA)SAL)) = /dpdqéA(t)éA(t’)f(p, q). (13.7)
Para concluir esta breve introduccién a las funciones de correlacién temporal, mencio-
nemos que, en sistemas ergddicos, tenemos la posibilidad de expresar los promedios

de equilibrio en términos de promedios temporales, de modo que la expresion de la
funcién de correlacién temporal

T—00 T

C(t) = (BA(0)5A(t)) = lim * / A+ )SAE+ 1), (13.8)
0
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con t =t —t'. Un ejemplo especialmente relevante de funcién de autocorrelacién es
la funcién de autocorrelacién de velocidades normalizada, cuya versién normalizada
al valor inicial para un fluido monoatémico es
v(t) - v(0
oty = W20 (13.9)

Su aspecto tipico para moléculas del cosolvente en mezclas de un disolvente molecular
y un liquido iénico puede verse en la Fig. 13.2.

[EAIINOs] + Propanol (25%) [BA]INOs] + Propanol (25%)

C(t) Anidn

C(t) Catién

C(t) Porpanol

©%0 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05 06
t (ps) t (ps)

Figura 13.2: Funciones de autocorrelacién de velocidades de mezclas propa-
nol/[EA][NO3] y propanol/[BA][NO3]. Datos procedentes de Montes-Campos
et al. (2017).

En términos de estas funciones de correlacién temporales puede expresarse la
hipétesis de regresion de fluctuaciones de Onsager de la forma siguiente. Si a tiempo
t = 0 un sistema se ha preparado en un estado de no equilibrio y se deja relajar hacia
su equilibrio, la relajacién sigue la ley

(AA() _ C()

(AA(0)) ~ C(0)° (13.10)

donde (AA(t)) = (A(t)) — (A) es el promedio de no equilibrio de la magnitud A. Esto
implica que la relajacién de las perturbaciones macroscépicas externamente inducidas
sigue la misma ley que la de las fluctuaciones espontdneas, por lo que puede afirmarse
que no es posible distinguir entre ambas.

Las funciones de correlacién temporal son esenciales en todo lo que sigue en el
presente capitulo, dado que el resultado central de la teoria estadistica de la res-
puesta lineal es que los coeficientes de transporte -relacionados con los coeficientes



341 Teoria de la respuesta lineal

fenomenoldgicos de Onsager que se introdujeron en el capitulo anterior- van a po-
der expresarse en las inmediaciones del equilibrio en términos de la transformada de
Fourier de funciones de este tipo

o(w) = /dte*“%A(O)B(t)) : (13.11)

Finalmente, mencionaremos como se modifican las expresiones de los coeficientes
de transporte en el caso cudntico. Para obtener estas expresiones hay que sustituir las
funciones asociadas a los observables por sus correspondientes operadores asociados
y las funcién de distribucién de equilibrio en el espacio fasico por el operador de
densidad. Asi, los promedios de equilibrio de los observables vienen dados por

(A) = Tr (pA). (13.12)

Por otro lado, ha de tenerse en cuenta que el corchete de Poisson de las expresiones
clasicas debe sustituirse por el conmutador de los correspondientes observables, por
lo que?

dA i
P [H, 4], (13.13)
cuya solucién es A ‘
A(t) = en Tt gem w11t (13.14)

Con estos cambios, asociados al principio de correspondencia, las funciones de corre-
laciéon temporal adoptan la expresion,

oo

o(w) = /dte*“t(A(o)B(t» , (13.15)

0

donde se ha introducido la denominada transformada de Kubo del operador A

B
A= %/d,\e“’Ae**H. (13.16)
0

13.2. Teoria de la respuesta lineal

13.2.1. Respuesta a perturbaciones hamiltonianas

Consideremos un sistema perturbado por una fuerza exterior general F'(t), que
se acopla al observable A y cuyo efecto sobre el sistema puede representarse por el
hamiltoniano perturbativo

Hint(t) = —AF(t), (13.17)

donde A es el observable conjugado del campo externo, i.e. A = —9H/JF. Si deno-
tamos la corriente (flujo) asociada a la variacién temporal de A por J4(t), la termo-
dindmica de procesos irreversibles (TPI) conduce a la relacién

(Ja(t)) = LaaF + O(F?), (13.18)

INotemos que en esta expresién se considera el promedio de las derivadas temporales de
los observables, i.e., de los flujos J4(0) y Jg(t), no de los observables mismos.
2En lo que sigue, supondremos, sin pérdida de generalidad, que 9A/dt = 0.
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donde 04 = L aa es la conductividad correspondiente y hemos supuesto que el campo
aplicado es independiente del tiempo y lo suficientemente débil como para poder
despreciar efectos no lineales. En el caso general de un campo externo dependiente
del tiempo puede existir un retardo entre el campo y la respuesta del sistema, por lo
que el valor de esta en un instante es dependiente de los valores pasados del campo.
Consecuentemente, la relacién anterior se transforma en

t
(Ja(t)) = /dt'cp(t—t’)p(t’) +O(F?). (13.19)

0
La funcién ®(t — t') se denomina funcién de respuesta (after-effect). En general es
una funcién decreciente del tiempo, aunque si la respuesta del sistema es inmediata

es una delta de Dirac. En el espacio de Fourier, la ecuacién anterior se convierte en
una relacién lineal algebraica

Ja(w) = xa(w)F(w), (13.20)
donde
Ja(w) = /dteii“’t(JA(t»,
Flw) = dte” ™" F(t),
/
xalw) = /dte*mcb(t). (13.21)

De la ultima de estas relaciones se deduce la importante propiedad de que la conduc-
tividad dependiente de la frecuencia, xa(w), que describe la relajaciéon del sistema
y la disipacién de energia absorbida por el sistema del campo externo, es la trans-
formada de Fourier de la funcién de respuesta. Veremos ahora cémo expresar esta
conductividad (funcién de respuesta) en términos de funciones de correlaciéon tem-
porales. Como se ha dicho, este resultado, conocido cominmente como teorema de
fluctuacién-disipacion, es el nicleo de la teoria de la respuesta lineal. Para obtenerlo
consideremos la naturaleza del proceso de medida. Este estd formado por tres pro-
cesos diferentes: i) seleccién de una muestra en equilibrio térmico, que efectivamente
consiste en la realizacién de un promedio en la colectividad de equilibrio, ii) conexién
de un campo externo, y iii) medicién de la corriente, con la obtencién del promedio
del operador corriente primero respecto al estado cudntico del sistema, [¢(t)), y pos-
teriormente, respecto a la distribucién de estados iniciales. Traduzcamos ahora estos
pasos del proceso de medida en expresiones matematicas, considerando, con total
generalidad, el caso en el que el sistema debe ser tratado cudnticamente.

Sea Hy el hamiltoniano de equilibrio del sistema, cuyos autoestados y autovalores
estan dados por la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

Ho [¢n) = En |tn) . (13.22)

En la representacién (base) de estos estados no perturbados el operador densidad es
diagonal, por lo que la colectividad de la muestra en equilibrio estd gobernada por el

operador
N e_BE'IL

n
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Bajo la accién del campo externo, que supondremos uniforme y en la direccién i
(segunda etapa), se produce la aparicién de una perturbacién en el hamiltoniano del
sistema por el acoplamiento del campo con la fuente (que consideraremos vectorial
en el caso general) Hint(t) = —AF(t), y el estado del sistema a tiempo ¢ se obtiene
resolviendo la ecuacién de Schrodinger

L O(t
O 1, 4 (o) o), (1.24)
sometida a la condicién inicial |¢(0)) = |¢,) con probabilidad p,. Segin la teoria

de perturbaciones dependientes del tiempo,® el estado perturbado a tiempo ¢ puede
escribirse como

(1) = [n) e 75 13 e (t)e FE i) (13.25)

m#n

donde los ¢, (t) son funciones lineales del campo perturbativo dadas por
t
1 i _ /
en(t) = g [ R En I (| o). (1.26)
0

En la tercera etapa, la corriente registrada en la direccién b dado un campo en la
direccién a para un determinado estado inicial |1,) se obtiene como promedio en el

3Si el hamiltoniano del sistema perturbado es H = Hg + H;nt(t), entonces el estado a
tiempo ¢ del sistema verifica la ecuacién de Schroédinger:

ihw = [Ho + Hin¢(t)] |¥(t)) .

Si desarrollamos |¥(t)) en la base de autoestados del hamiltoniano no perturbado,

(1) = en(®) [(8)) =Y en(t)e™ 55" [ihy) .
n n
Sustituyendo esta expresién en la ecuacion de Schrodinger obtenemos

S ea(t)e™ #Ent (Bp + Hine) [n)

. dC t _ 4 7 _ i
= zﬁZ{%e Bt i) — en () Ene™ R 50" ) |

n
Proyectando sobre (1| tenemos:

. deg(t — i (Bn—
m% = Y en(®e FETED (| Hing ihn) -

Integrando esta ecuacién para el caso en el que a tiempo t = 0 el estado del sistema sea el
estado propio del hamiltoniano no perturbado |¢y,), y la perturbacién suficientemente débil
como para que ¢n(t) ~ 1 (aproximando a primer orden), entonces, recuperamos la Ec. (13.26).
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estado perturbado correspondiente al estado inicial,*

(o), (1) = ((t)| Ay (1))

= (¢n] Ab [¥on)
t
1 11 (B —En)(t—t')
+ Z E/dt [eh (Ab)'mn(Aa)nm
m#n 0
— e Bn=Bm) ) (A (ALY ] Fa + O(F?),  (13.27)

donde hemos utilizado la convencién habitual para los elementos de matriz de los
operadores (¥m| Alhn) = Amn. Evidentemente, la ecuacién anterior representa la
contribucién del estado propio |1,) al flujo en el estado perturbado. El flujo ma-
croscopico total en funcién del campo externo se obtiene promediando mediante la
distribucién candnica sobre la colectividad de estados iniciales, i.e., multiplicando por
el operador densidad y sumando sobre los estados |¢,), de la forma

(Jo(t)) = Tr(pds)

/dt/ma(t —t)Fa(t") + O(F?), (13.28)

donde ¢p,(t —t') es una funcién de los flujos en las direcciones a y b (§ Ej. 2y 3), y
hemos tenido en cuenta que la corriente media en el equilibrio se anula

(Jo)eq = Zﬂn (Yn] JIb [thn) = 0. (13.29)

Usando los resultados de los ejercicios 13.1-13.3, es posible expresar finalmente la
corriente promedio en la direccién b provocada por un campo en la direcciéon a como:

ﬁ/dt 0 Jb(t — ') F. (13.30)

Transformando por Fourier la ecuacion anterior podemos identificar el tensor de con-
ductividad en la Ec. (13.21) de manera inmediata

Xoa (W) = B [ e ™ (Ja(0)J(t))dt (13.31)
=]

lo que constituye la denominada férmula de Kubo que establece la relaciéon de los
coeficientes de transporte con las funciones de correlaciéon temporales de los flujos mi-
croscépicos. El inverso de esta relacién se denomina teorema de fluctuacién-disipacion,
al conectar las fluctuaciones de las variables microscépicas con la disipacién de energia
del campo externo que estd a su vez asociada a la parte imaginaria de la suscepti-
bilidad. En efecto, la susceptibilidad anterior es, en general, una funcién compleja
Xba (W) = Xba(w) + iXpe (W), y la parte imaginaria se relaciona con la disipacién de
energia del campo externo asociada a la absorcién y emision de energia que el siste-
ma lleva a cabo durante sus cambios de estado. Para demostrar esto consideremos

4Representamos, por simplicidad, la corriente asociada a la magnitud A por J a partir de
este punto.



345 Teoria de la respuesta lineal

un campo externo monocromatico -cualquier perturbaciéon mas general puede des-
componerse en otras de este tipo- de la forma (McQuarrie (1976); Berne & Forster
(1971)):

1

F(t) =3 [Flw)e™ + F (@)™, (13.32)

de manera que el valor medio de la respuesta (fluctuaciones) puede escribirse como
1 —iw * iw
(@(t) = 5 [X(w)F(w)e 'y (—w) F* (w)et t] , (13.33)

donde hemos usado que x*(w) = x(—w). Exigiendo que la respuesta sea real tenemos
que

(z(t)) = Re [X(M)F(w)e*m] . (13.34)

Por otro lado, la energia disipada del campo externo asociada a las transiciones entre
los estados del sistema durante un periodo y por unidad de volumen, puede expresarse
como el valor medio de 0H ¢ /0t:

27 /w

Qw) = % = f% / dt(x(t»%—f, (13.35)

donde hemos considerado que la magnitud fluctuante x no tiene una dependencia
temporal explicita (9(z)/dt = 0). Sustituyendo la Ec. (13.33) en este tltimo resultado
tenemos

Qw) = X" (@)IF@), (13.36)

lo que demuestra que la parte imaginaria de la susceptibilidad esta relacionada con la
disipacién de energia por unidad de tiempo en el sistema. A partir de la propiedades
de analiticidad que impone la causalidad (y viceversa) es posible demostrar, adem4s,
que las dos componentes de la susceptibilidad no son independientes entre si, resultado
que se conoce como relaciones de Kramers-Kronig (ver ejercicio 13.4).

A continuacién obtendremos la expresiéon del teorema de fluctuacién-disipacién
debida a Callen y Welton (1951). Sea z(t) la desviacién del equilibrio de una deter-
minada variable, fluctuacién que es debida a la actuacién de un campo externo, F'(t),
de modo que H;,: = —xF. Consideremos la funcién de correlacién

o(|t" —t)) (@(t")a(t)

donde z, representa la transformada de Fourier de la variable z(t). Para que el
miembro de la izquierda solo dependa de (¢ — t') debe pasar que

dwdw' xwxw/>e_i(w,t/+m). (13.37)

é\g

(Lot = 2mald(w+ o) %(aijw/ + Zpy) = 2wz d(w + W'). (13.38)

En particular ¢(0) = (x2) es la varianza del variable fluctuante. Si, como de costum-
bre, el sistema se encuentra inicialmente en un estado |1, ), esta expresién podemos
calcularla como

Tr [B

5 (Twxy + xw/xw)] = %;pn (T + T/ Tw) (13.39)
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donde

= (T + T Tw),, =

5 > (@) nm (@ )mn + (T Jum (@)mn] . (13.40)

N | =

que expresa la contribucién al espectro de la funcién de correlacién de las fluctuaciones
de las transiciones entre el estado |1, ) y otro |1y, ). Teniendo en cuenta que

(ajw)mn = / -Tmne_i(wmn-kw)tdt = 27T.’Emn5(LUmn + W)
Loin(8) = (W () [] 90 (1)) = Tgue” F Em =B (13.41)

donde Z.,» es el elemento de matriz del operador asociado a la variable fluctuante,
podemos escribir que la contribucién de las fluctuaciones de las transiciones desde el
estado inicial n al espectro de la correlacién es

% (.’EW.CEM/ + xw’mw)nn = 2772 Z |:U'n’w'1,|2 [5(‘4-) + an)(s(wmn + w’)
+ 6w’ + wnm )8 (Wmn + w)] (13.42)

donde hemos usado que Tnm = Ty, pues z es real, y ademds & (w—+wnm )8 (Wmn +w')+
(W' +wnm )8 (Wimn +w) = [6(w + Wnm) + 6(w + Wmn)] §(w+w"). Asi pues, comparando
con (13.38), tenemos®

(2%)o =7 Y [Zmal* [(w + wam) + 5w + wWmn)] - (13.43)
Usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, y teniendo en cuenta que

en cada transicién se intercambia una energia fuw, la energia media intercambiada por
unidad de tiempo por el sistema con el campo exterior es

_ T2 2

= 2h|F| ;|xmn| [0(w 4 wnm) + 6(w + Wmn)] Wmn

_ ™ 2 2 _

= 2hw\F| ;|zmn| [0(w + wnm) — (W + Wmn)] » (13.44)

donde hemos usado la regla de oro de Fermi.® Comparando la expresién anterior con
(13.36), tenemos de manera inmediata:

Y'(w) = % > mnl? 0w + wam) = 8(w + winn))] - (13.45)

5Evidentemente, en el caso de sistemas macroscépicos el espectro es cuasicontinuo, por lo
que hemos de sustituir las transiciones entre estados perfectamente definidos por transiciones
desde un estado desde y hacia bandas definidas en torno a las energfas inicial y final. Asi,
para las transiciones desde el estado n escribiremos:

($2)u = WZ |J:mn|2 [6(w + wnm) + 6(w + wmn)] -

SEsta regla establece que la probabilidad de transicién por unidad de tiempo entre dos
estados del sistema perturbado bajo el efecto de la actuacién de una perturbacién exterior
peridédica, H;n; = —xF de frecuencia w es

|F?

Wmn = on2

|$mn‘2 [5(0‘) + an) + 5(UJ + wmn)] .
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Promediando ahora a la colectividad de estados iniciales {|¢»)} mediante la distri-
bucién de Gibbs, tenemos:

@ = 73 o0 S ol 5+ ) + 60+ )]

T (pn + pm)|Tmnl*6(w + wam)

LD DD DI (R [ R

7r (71 +W;*3"W) SO pulwimal8(w + wam). (13.46)

De la misma forma podemos calcular la parte imaginaria de la susceptibilidad como:
T

X'(w) =+ (1=e7) 323" pultmal*8(w + wam), (13.47)

lo que conduce a:

(2%)s = B (w) coth (’37"”) ,

(z%) = Z]OX”(w) coth (%) dw, (13.48)
0

expresiones que constituyen el denominado teorema de fluctuacién-disipacién de Gree-
ne & Callen (1951).

En el caso de que tengamos magnitudes fluctuantes, las relaciones anteriores se
generalizan del siguiente modo (Landau (1958))

T, = E ik Py,
k

~ 1 . * *
Q= Zzw;(aik — i) Fyi Fy, (13.49)
y
ih .
<1'i13k>w = 65%7_1(0% — Qki)
- %coth (%‘“) [ (w0, k) — ane(w, k)], (13.50)
(FiFy), = %coth (ﬂTh“) [ (w, k) — ap; ' (w, k)] (13.51)

13.2.2. Respuesta a perturbaciones no hamiltonianas. Co-
eficientes de transporte térmico

En la seccién anterior consideramos la exposicién de la teoria de la respuesta
lineal, que considera perturbaciones de naturaleza mecéanica o electromagnética que
pueden representarse mediante un hamiltoniano. No obstante, cuando tratamos de
aplicar el mismo formalismo para la descripcién de los coeficientes de transporte
asociados a la difusién, la viscosidad o la conductividad térmica, nos encontramos
con la imposibilidad de describir estos fenémenos de origen térmico (no mecanico),
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en términos de un hamiltoniano, por lo que el formalismo anteriormente descrito no
es de utilidad en estos casos. A pesar de ello, es posible expresar estos coeficientes
(difusién, D, viscosidad, 7, o conductividad térmica, A, entre otros), en términos
de integrales de ciertas funciones de correlacién, aunque la estrategia a seguir sea
notablemente diferente a la de la seccién anterior.

Diversos formalismos se han introducido para este fin, entre ellos los debidos a
Green (1952), Zwanzig (1965) o Luttinger (1964). Utilizaremos aqui para el anélisis
de la autodifusién -que usaremos como ejemplo de la obtencién de estos coeficientes-
el debido a Helfand (1961) por su caracter mas simple y pedagégico.

Consideremos un soluto presente en muy bajas concentraciones en un disolvente
(lo mismo podria hacerse para un fluido monoatémico), y sea n(r,t) la densidad
de no equilibrio de particulas en la posicion r a tiempo ¢, i.e. el promedio de no
equilibrio de la densidad instantdnea en esa posicién n(r,t) = p(r,t). La autodifusién
de particulas produce flujos de entrada y salida de la regién en torno a r. La ecuacién
de continuidad derivada de la conservacién del ntimero de particulas en ausencia
de reacciones quimicas, y la proporcionalidad de la respuesta y la fuerza, j(r,t) =
—DVn(r,t), denominada en este caso ley de Fick, conducen a la ecuacién de difusién

on(r,t)
ot
De acuerdo con la hipétesis de regresiéon de Onsager, la respuesta de la variable ma-
croscopica n(r, t) es idéntica a la de funcién de correlacion a la variable microscépica
asociada, C(r,t) = (6p(r,t)6p(0,0)),” por lo que podemos escribir directamente:
oC(r,t
oc(r,t) _ DV?C(r,t). (13.53)
ot
Esta misma ecuacién puede escribirse para la probabilidad condicionada de que una
particula se encuentre a tiempo t en el punto r cuando se encontraba en el origen
inicialmente, P(r,t), a la que es proporcional la funcién de correlacién,

OP(r,t)
ot
Ahora consideremos la varianza del desplazamiento de las particulas de soluto,
(AR2(t)) = {|r1(t) — 71(0)]?), que podemos escribir como:

= DV?n(r,t). (13.52)

= DV’P(r,t). (13.54)

(AR?(t)) :/drr2p(r,t), (13.55)
y por tanto:
d(AR?(t)) 2OP(r,t)
dt - / drr" =%,

/ drr®* DV?P(r,t)

/'r'rDVQP('r, t)dr

3D/x§v2p(r,t)dr,
= 6D (13.56)

"Todas la variables que intervienen en el problema de la autodifusién son clésicas, por
tratarse de un fenémeno, la traslacién de particulas en una caja de volumen macroscépico,
que admite normalmente una descripcién clésica.
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donde hemos integrado por partes dos veces y usado que la funcién de distribucién
de probabilidad condicionada estd normalizada en todo instante de tiempo. Asi pues,
integrando la ecuacién anterior obtenemos la denominada relacion de Einstein,

(AR*(t)) = 6Dt. (13.57)

Este resultado clarifica el significado fisico de la constante de difusién. Mas informa-
cién puede extraerse si consideramos una derivaciéon alternativa del mismo resultado.
Si tenemos en cuenta que

t

ri(t) — 71(0) = / dt'v(t), (13.58)

0

y que por tanto
t t/
(AR(t)) = /dt'/dt”(v(t')v(t”)), (13.59)
0 0
podemos probar que (§ Ej. 6),

W = Z/dt'(v(ﬂ)v(t/»v (13.60)

y finalmente, en el limite de tiempos largos,

D=

Wl

/dt(v(())v(t)). (13.61)

Este resultado es otra relacién de Green-Kubo, al relacionar un coeficiente de trans-
porte con la integral de una funcién de autocorrelacién.

Este mismo resultado podria haberse obtenido considerando el movimiento brow-
niano a partir de la ecuacién diferencial estocastica,

md%P — —o(t) + R(1), (13.62)
donde 7 es el coeficiente de friccién y R(t) es una fuerza aleatoria. La ecuacién anterior
se denomina ecuacion de Langevin. Resolver este tipo de ecuaciones diferenciales es
obtener la probabilidad de que la solucién -en este caso el campo de velocidades, v(t)-
tome un determinado valor en un cierto instante. Evidentemente, las condiciones de
contorno en el caso del movimiento browniano son tales que:

P(v(t), t;v0) — (v —vo); t—0
2

3/2
m muv
P(v(t),t;ve) — <727rkBT> exp (— 2kBT> ; t — oo

(13.63)

Esta misma ecuacién diferencial estocastica gobierna en general la evolucién tem-
poral de un magnitud fluctuante A(t),

A(t) = —€A(t) + R(t), (13.64)

donde el primer término representa el efecto sisteméatico de la disipacién y R(¢) es
una fuerza aleatoria con las propiedades antes citadas.



13.3 Aplicaciones del teorema de Green-Kubo 350

Partiendo de este resultado se obtiene el denominado segundo teorema de
fluctuacién-disipacién (ver ejercicio 13.8):

]

= (|A|2>’1/dt < R(0)R(t) >, (13.65)

0

que prueba que el coeficiente de disipacién estd dado por la integral de la funcién
de autocorrelacién de la fuerza aleatoria que actda sobre la particula. Este resultado
conduce de manera muy directa e inmediata a la relacién de Einstein entre el co-
eficiente de friccién y el de difusién. En efecto, si se considera que A(t) = mw(t) y
& = 7/m se obtiene

v = (3kpT) ™" /dt < R(0)R(t) >, (13.66)
y por tanto
41 = (3kpT) /dt < v(0)v(t) >, (13.67)
0

Usando la Ec. (13.61), es inmediato obtener la relacién de Einstein:

D= kBTT (13.68)

relacién que es valida en el limite de tiempos largos, como la propia Ec. (13.61). En
lo anterior hemos considerado dindmica markoviana para la evolucién de la variable
dindmica A(t). Para estudiar el comportamiento de estas variables sin restricciones
en la escala temporal, debemos generalizar la ecuacién de Langevin a su version no
markoviana (Boon & Yip (1991)):

At)dt = 90 A( /5 At —)dt' + R(b), (13.69)

que divide la fuerza total sobre la particula en una fuerza de arrastre, una sistemaética
y una aleatoria, y cuya memoria implicita en la convolucién del segundo término lleva
a respuestas en general complejas.

13.3. Aplicaciones del teorema de Green-Kubo

A continuacién introduciremos algunas aplicaciones especialmente relevantes para
este curso del teorema de Green-Kubo, incluyendo la relajacién dieléctrica de siste-
mas de dipolos, particulas ligadas arménicamente, conductividad iénica de un gas de
particulas cargadas, electrodindmica de superconductores, entre otras.

13.3.1. Relajacién dieléctrica

Consideremos un sistema formado por dipolos permanentes p;. La funcién de
respuesta del sistema es:

Gua(t) = < Tr {p[Au, (O]} = BTr [pAai(1)] (13.70)
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Figura 13.3: Planteamiento del problema de relajaciéon de un material dieléc-
trico.

17 N\
\

de manera que
Xba(w) = / Bpa(t)e” ™ dt, (13.71)
0
que, en el formalismo general corresponde a:
Ay =M, Jy(t) = M.(t). (13.72)

En el limite en el que el sistema se puede tratar clasicamente

o(t) = B (M(OM-(1)) = B (ji=. (O, (1) (13.73)

Si el sistema es lo suficientemente diluido, tendremos que (., (0)p=; (t)) o &5, por lo
que

¢(t) = NB (1= (0)p=(t)) = N (= (=)= (0))

dp(—t d
=Np <%uz(0)> = _NBE (p=(t)p=(0)) . (13.74)
Asi pues, la susceptibilidad por particula verifica
d
¢(t) = _ﬂ% <Hz(t)Uz(0)> 5 (1375)

sometida a la condicién de contorno (inicial)

B(0) = (12, ) - (13.76)

Las colisiones intermoleculares produciran un decaimiento de la correlacién entre los
momentos dipolares. La respuesta del sistema depende, pues, inicamente de los meca-
nismos microscopicos de relajacion del sistema. Analicemos algunas particularmente
importantes.

i) Relajacién de Debye. En este marco el decaimiento de la funcién de corre-
lacién es exponencial

(1= (t)=(0)) = pZe™"7, (13.77)

lo que corresponde a una pérdida inmediata de la memoria, de modo que (13.75)

conduce a: )

— ﬁﬂzo e—t/‘r.
T

3(t) (13.78)



13.3 Aplicaciones del teorema de Green-Kubo 352

£"(w)

w E'(w);

Figura 13.4: Representaciéon de la constante dieléctrica en funcion de la fre-
cuencia.

Asi pues, la susceptibilidad correspondiente del sistema (polarizabilidad) es
o 2
x(w) = / Bz (/7 =it gy
0 T

2 2 2
_Buz, 1 Bpin, B

= = 1—2 13.79
T I w1 Thwerr C ) (13.79)
de modo que la constante dieléctrica es
ew)=1+xw)=1+ % (1 —twT). (13.80)
1+ w272
Consecuentemente
2
/ Buz
€ (w) =1+ 1—|—w§7'2’
” U-’TBHE
eW=153 n aa (13.81)

que se muestra en la Fig. 13.4. En representacién Cole-Cole (¢ vs €’) se corresponde
a un semicirculo como se prueba a continuacién. En efecto,

e'(w)=a+ 1b+752,
e’ (w) = (?17‘;)2“ (13.82)
de modo que
E'—a:%ﬂ; a=clw=00) ; b=¢e(0) =¢s (13.83)
Asi pues: ,
(¢ —a)® = (%) — (5;2)2 , (13.84)

donde hemos usado que

Elfa -t 2 2 b—a
( ) 142 = « :( )—1. (13.85)

b—a e —a

Consecuentemente
(& —a)= L, (13.86)
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lo que conduce a:
)2 = (¢ - a) [(b—a)— (£ —a)], (13.87)

o lo que es lo mismo

[0 152

(E, - a;rb>2+ ()2 <b2a>27 (13.88)

que es la ecuacién de un semicirculo centrado en (‘%’b, 0) y de radio b‘% Por lo tanto
el semicirculo asociado a un proceso de relajacién de Debye es

2 _ 2
[s’ _ (e te) J;E‘”)} + () = (25 (13.89)
p= & " fo (13.90)
2
_A
3
=lu

>
€oo € g'(w)

Esta relajacién corresponde a procesos en los que existe tnicamente un tiempo de
relajacion, i.e. la relajacién al equilibrio se produce tinicamente mediante un tnico
proceso.

ii) Relajacién de Kohlrausch-Williams-Watts. En este caso, la relajacién
microscopica del momento dipolar sigue lo que se denomina una stretched exponential

2 —(t/T
(= (D)1= (0)) = e/ 7? (13.91)
que corresponde a la relajacién de un sistema desordenado. Asi, de manera aproxi-
mada obtenemos )
Hzq
X\W) X —————7,
) 1+ (in)a}B
que se conoce como funcién de respuesta de Havriliak-Negami, y donde a y 3 controlan
asimetria y anchura del espectro. Los casos § =1y a = 1 corresponden a los Cole-
Cole y Cole-Davidson respectivamente.

(13.92)

13.3.2. Particula ligada arménicamente

Supongamos ahora una particula ligada arménicamente a un centro inmerso en un
medio viscoso que ejerce sobre ella una fuerza aleatoria de media nula y una fuerza de
friccién (Frric(t)) = —m~y (2(t)). La ecuacién de movimiento de la variable fluctuante
es

mi(t) + mwoz(t) = Fea(t) = Firic(t) + Fran(t). (13.93)
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wo m
NN — (1)

NN

Si aplicamos una fuerza externa, tenemos:
mi(t) + mwpa(t) — Frnea(t) = Fext(t). (13.94)
y promediando:
m (&(1)) p +mwg (@(8)) p +my (@(1) p = Fear(t), (13.95)

donde hemos usado que (Fpeq

—~

t)) = 0. Ademas, teniendo en cuenta que:

+oo
) = [ xlt= )Pt dt. (13.96)

— o0

donde x(t) es la funcién de respuesta del sistema, independiente de la fuerza externa
que actiia sobre el mismo. Consideremos para el cdlculo una fuerza puntual, Fey:(t) =
Fé(t) = (x(t)) = x(¢t)F. De este modo, sustituyendo en la ecuacién dindmica
(13.95)

mx(t) + mwax(t) + myx(t) = (t). (13.97)

Transformando por Fourier
—mw?x(w) + mwg x(w) — iwymx(w) = 1. (13.98)

0, equivalentemente,

x(w) = (13.99)

que presenta polos en

X' (w) A
X' (w)
w = —iyx/dwd — 72 (13.100) >
X X
De este modo, la funcién de respuesta del sistema es
. 1/2
1 ~+o0 ot 1 tsm [(wg — ifyz) / t}

x(t) = f/ x(w)e™ dw = O(t)e” 27 73 (13.101)

2 ) m (= 177)

1
4
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Sobreamortiguado
wo < /2

Amortiguado

wo > /2

N R
V /A4 > >

Figura 13.5: Representacién de los dos regimenes posibles para la respuesta del
oscilador amortiguado.

13.3.3. Conductividad de un sistema de particulas carga-
das. Tensor de conductividad.

El valor medio de la densidad de corriente en un sistema diluido de particulas de
carga g y masa m no localizadas es

(3) :qu) = %Z(p;v) = %ZTY(,DPJ'). (13.102)

El operador densidad que aparece en esta expresién es el operador asociado al ha-
miltoniano perturbado, H = Hp — Zj qroneM = Ho + Hine(t). Si se apaga el
campo externo, el sistema se relaja a un estado estacionario definido por un operador
densidad po, y es posible describir esta evolucién del operador densidad mediante la
ecuacion de transporte de Boltzmann en mecénica cuantica

dp _0p 1 _(%
dt_8t+ih[p’H]_<8t .

que, como vimos en el capitulo anterior, en la aproximacién del tiempo de relajacién

se escribe como
dp p— Po)
— =—(—). 13.103
( ot ) vol ( T ( )

Op  (p—po) 1 _
T tglmHl=0. (13.104)

En la representacién de Heisenberg el operador densidad es
pef%Hot, (13.105)

0, lo que es lo mismo,
p=e w0 5en ot (13.106)

De este modo, la ecuacién de transporte de Boltzmann se puede escribir como

ih2l = Hop— pHo + ihe_%Hot%e%Hot,

ot
0 L Op ih .
ihS = [Hospl+ih sl = —lpeH5T + [Hin,p] = = (5= o). (13.107)
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Asi pues:
9p | lp,Hint]  p—po _
ot + ih + T 0,
9(p—po)  p—Po _ i .
o PR = g Hin). (13.108)

Integrando la ecuacién anterior, tenemos:

poi=ge [ IR, ()] e (13.109)

Luego, en la imagen de Schrodinger:
) t i i
pmpn= e 7 [ TR ) @) E g, (13.010)

que puede expresarse en funcién del tiempo n =t — £ del modo:

p=po=ge / T RHO [p(t — ), Hine(t — )] 0% dy. (13.111)
0
A primer orden, la ecuacién anterior conduce a:
p=pott / e &/ e KO (oo (£ — )] 107 d, (13.112)
0

que es la versiéon cudntica de la férmula de Kubo. Aplicando esta ecuacién al caso de
evaluacién del tensor de conductividad eléctrica el hamiltoniano es

H’int(t) = - Z q]'Eo’I‘jeth = — Z q]'Eo’I‘jeth (Qj = q), (13.113)
J J

y por tanto

- iwt =) . . .
p=po— ch}i EO/ e /T (i/M) Hon Z [0, 5] e twn+(i/h) Hon dn. (13.114)
0

J

Naturalmente, la respuesta del sistema bajo la perturbacién exterior es la densidad
de corriente

(ja) = qu <vf;> = %Zfb <p3;> = % ZTr(pp?;). (13.115)

Usando la ecuacién de Green—K_ubo y el desarrollo de Kubo del operador densidad
tenemos que, si {(jo) = oasFase™?,

Gop = _&/ e~ iwn—n/T ZTr {pg‘k) [ﬁme—(i/h)Hoﬁxge(i/ﬁ)Hon]} dn. (13.116)
0 k.

Si tenemos en cuenta la propiedad ciclica de la traza (Tr(ABC) = Tr(CAB) =
Tr(BCA)) y que [po, Ho] = 0, tenemos

I S gy (k) )
OapB = _ﬁ/o e mn kZTr{pa |:p07wﬁ ]} d’l’]
2J

- _ﬂ/ e TNy { [mfj),p&k)] po} dn. (13.117)
mh J, Iy,
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Supongamos ahora que tenemos un gas de particulas no interaccionantes, de modo
que:

[xg),pg@] = 11104005, (13.118)
entonces
Oap = gaaﬁN/Ooo eI =NT gy = #jlmaaﬂ. (13.119)
Asi pues, haciendo 7 — oo obtenemos un tensor de conductividad
Gap = 00 | 0= g e(w)=¢— "q22. (13.120)
imw mw

13.3.4. Espectroscopia molecular

En el estudio de la interaccion de la radiacién con la materia un resultado central es
la denominada ley de Lambert-Beer, una relacién empirica que relaciona la absorcién
de luz con las propiedades del material atravesado,

I(z) = Ioe™ ", (13.121)

donde a = a(w) estd asociada a la disipacién de energia en el material, y por tanto
a la parte imaginaria de la constante dieléctrica,
nea(w)

e’ (w) = o (13.122)

siendo n el indice de refraccién. Utilizando la teoria de perturbaciones dependientes
del tiempo para un hamiltoniano H;,: = —pE y un campo armoénico de frecuencia w,
E = Eyiie™ ™" tenemos, por aplicacién de la regla de oro de Fermi, que la probabilidad
de transicion ¢ — j es

E§ NE
Piosp(w) = 220 (1wl §)] [8(wis +w) + 8wis —w)], (13.123)
de tal manera que la energia disipada por transiciones de ¢ — f es hw;sP;s(w). Si
multiplicamos por la probabilidad de mostrarse en el estado ¢ (p;) y sumamos a todos

los estados del sistema del campo externo, el calor disipado por unidad de tiempo es

Q==Y pihwisPisj(w)
i f

nE?

=55 SO wigpi [(f lwar] i) [(wis + w) + 0(wiy — w)] - (13.124)
i f

Siguiendo los procedimientos habituales de permutacién de indices (i — f) y teniendo
en cuenta que p; — py = p; (1 — eiﬁh‘”fi), tenemos que:

i

) 2
Q=TI (1) S S ()P b —w). (13.125)
f

Por otro lado, el flujo total de energia transportada por el campo estd dado por el

vector de Poynting:

enE?
8w’

S = (13.126)
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de modo que:

2 (1= ) S el el i) 6y — ). (13.127)
i f

La linea espectral de absorcién, I(w), se define como:

_ hena(w) _ _ IR _
1) = g ey = 30 5 o1 | et ) 8y — ) =
v S (13.128)
W)
T An2 (1 — e Bw)’
Por otro lado, aplicando la relaciéon de Green-Kubo:
A [T iw L e
(W) =57 (e dt = — == Tr{po [p=, p=(t)]} dt =
2m oo —iwt
=—= Tr{p=(t)pzpo — pzp=(t)po} e” " dt = (13.129)
2m (1 —e™Phw) oo o
- % [ oy an
Asi pues:
1 tee —iwt
I(w) = o (uzp=(t)) e dt. (13.130)
a — 00

Estudiemos la forma de las lineas espectrales en diferentes casos particulares simples
y de gran importancia practica.

En primer lugar, en ausencia de colisiones moleculares las moléculas rotan libre-
mente, y consecuentemente la funcién de correlacion dipolar es armoénica, (p. - (t)) =
g, cos(wot), de modo que:

MZ —+oo )
I(w) = Koz / cos(wot)e ™ dt

2 J_ o
2 +oo iwot —iwgt .

= “L/ e te T ety (13.131)
2 J_ o 2

Usando que, fj;o e~ dt = 2w (w), tenemos:

I(w) = “gz [6(w — wo) + 6(w + wo)] , (13.132)
que expresa el hecho de que, en ausencia de colisiones que destruyan las correlaciones
de largo alcance temporal, el sistema sodlo absorbe energia a frecuencia wo (i.e. la
frecuencia de las rotaciones moleculares).

Por otro lado, en presencia de colisiones moleculares la probabilidad de que duran-
te un tiempo ¢ una molécula no experimente una colisién que destruya la correlaciéon
entre los momentos dipolares, es P(t) o« e~7 donde 7 es el tiempo de colisién. Por
ello, es de esperar que la funcién de correlacién de los momentos dipolares sea en este
caso

(papiz (8)) = pd cos(wot)e /7t >0 (13.133)
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Figura 13.6: Representacion de la intensidad en funcién de la frecuencia (Ec.
(13.136)) para diferentes tiempos de colisién (11 > 72 > 3 > 74).

de manera que la linea espectral sera ahora:

2 +o0 iwot —iwot )
I(w) = %Re/ eIt/ (%) et dt =
0 0

/‘/2 +oo . “+o0o .
_ Hos Re{/ e[z(wgfw)fl/'r]tdt_i_/ efz[(w0+w)+1/7']tdt} _
21 0 o

13.134
_ His { 1 - 1 } _ ( )
4m i(wotw)+1  d(wo—w)—1
_ ng [ 1/7 . 1/7 ]
i [+ @orw? T (B (wo— w2
donde se ha usado que Re [ﬁ] = %57 Asi pues:
T(w) = L= ! + ! (13.135)
T VO ot (2 - w)? ) |
Si w > 0 obtenemos la curva lorentziana
2
1
I(w) ~ Hoz /T (13.136)

A L+ (w—wo)?’

La anchura de la linea espectral debe definirse a partir de la altura a mitad del
méximo (FWHM), dado que no estédn definidos los momentos de la lorentziana de
orden superior al primero, FWHM = 2/7

El efecto de las colisiones es, como vemos, el ensanchamiento de las lineas espec-
trales. Ademés, dado que I = 7v,,, la disminucién de la longitud de propagacién sin
colisiones (recorrido libre medio) o el incremento de la velocidad media, disminuird
T, y por tanto se incrementara la anchura de las lineas espectrales. Esta situacion se
produce en particular con incrementos de presiéon y temperatura.

13.3.5. Fluctuaciones en un plasma

Analizaremos en esta seccién la respuesta lineal de un gas ionizado (plasma) al
campo electromagnético. Consideremos un plasma en presencia de un campo electro-
magnético dado por un potencial vector A. Asi, aplicando el teorema de Parseval, el
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hamiltoniano de interaccién toma la forma
1 = - [aritr.nAcr0

- —%Rezk: Ar(®)d7 (8), (13.137)

donde hemos usado que j_x = j; y que Ak(t) es una funcién arménica del tiempo. Si
aplicamos el teorema de fluctuacién-disipacién al hamiltoniano anterior considerando
magnitud fluctuante la corriente eléctrica, podemos obtener directamente la funcién
de correlacién de éstas, asi como las del propio campo externo.

Usando los resultados de la secciéon 13.2 para un problema de varias variables
fluctuantes tenemos

o 1 . * *
Q= iw Zk: (o — ki) Foi g, (13.138)
ih .
<$ixk>w = m [Oélk - aki}
- % coth (%“) [l (w0, k) — aa(w, k)] (13.139)

Por otro lado, teniendo en cuenta que
Fio = ap'are = (FiFy), = a; apn (T1zm), (13.140)
se obtienen las fluctuaciones del campo, supuesto aleatorio, como

(FiFy), = %coth (ﬁTh“’) [ — ait"] - (13.141)

En el caso de un plasma de alta temperatura (Shw << 1) podemos aproximar las
expresiones anteriores como:

Gidi) o = z% ol (@, k) — ajs(w, k)], (ks =1) (13.142)

(AiAj),., = zg [a_l(w, k) — a;;

ij Ji

Yw, k)] (13.143)

Consideremos ahora las fluctuaciones en un plasma homogéneo en equilibrio. Las
ecuaciones de Maxwell en presencia de fuentes conducen a

OB
E=—-——"— 13.144
vxB=-97 (13.144)
V><H:j+aa—? = VxB:uj+Ma%—f. (13.145)
De este modo,
= VxVxE:—a(VTﬁz—%{uj—i-us%—f} =
52 g (13.146)
E .
= VX(VXE)"‘MEW——E,&%
o lo que es equivalente
O’E o3
E)-V’E = —u 13.14
V(VE)-V +'u68t2 B (13.147)
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que conduce a la ecuacién de las ondas electromagnéticas en presencia de fuentes.

PE 1 05
VE ey = Vot ai (13.148)

Transformando por Fourier la Ec. (13.146) tenemos una relacién para los modos del
campo E(k,w).
ki(kiE;) — K Bi — pew’ By = —iwpgji, (13.149)

—i(kr—wt) —i(kr—wt)

donde hemos supuesto que E = Eye
en cuenta que,

y 3 = joe , por lo que, teniendo

[V x(V x E)|; = ki (k;Ej),

(V’E), = -k'E
0*E; 2
( ot? ) =B
(%)i — tiwjs | (13.150)
obtenemos
[k,‘lkij — k‘Q(Sij — ,uan(Sij] Ej = —iwjji, (13.151)
o lo que es lo mismo (usando = ﬁ)
kik;\ k2c? Wi o
I:(;Z'j - <(5Z] . k;) 2 :| E; = _7502.72'7 (13'152)
Asi. 5 o
kik; \ k“c w .
[&j B (52,3, _ k;) ~ }Ej(k,w) = =2 ilk,w). (13.153)

Teniendo en cuenta que la densidad de corriente inducida se relaciona con la polari-
zacién dieléctrica de la formas:

8p 0 o 0
Bt Jznd = Jznd = Bt (XE) = {E =¢€0 + X} = 5 (E]ld) E, (13154)
tenemos que
. OFE;
Jind,i = (€5 — 0ij) 8775] (13.155)

El campo que experimenta una particula en el interior del plasma es E = Ec¢yt+FErqnd,
siendo este tltimo esencial para entender las fluctuaciones de la densidad de corriente.

Asi

. HES™t  9ETend

Ji = (gij — i) < = T 5 > . (13.156)
Teniendo ademas en cuenta que Beyt = VXA = FEep = —%—‘? lo que, para campos

armoénicos, implica ET%"? = 4w A" 2 podemos escribir
.ji (k7w) = Qij (k7w) Aj (k7w) )
aij (k,w) = w2 {A§§?> - Agg)A;;Agg)} , (13.157)

2Esto implica que A es aleatorio, claramente.
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donde Aik(k,w)zaik(k,w)—i—(%—d ) 2 g2

version de alta temperatura del teorema de fluctuacién- dlslpamon, tenemos:

Gidi) = [a;(w,m o' k)]

= it AD { AL — (A} AY

(13.158)

lj’

que es la distribucién espectral de las fluctuaciones de la densidad de corriente en un
plasma de equilibrio con dispersién espacio temporal. Teniendo en cuenta la ecuacién
de continuidad
wp(k,w) = kj(k,w), (13.159)
tendremos T
2 —15, \*
(p*) (k,w) = %Im (kid;; ks)" (13.160)

y usando la conexién entre E(k,w) y j(k,w) podemos obtener finalmente las fluctua-
ciones del campo electromagnético en el interior del plasma

(E:E;) (k,w) — it {A‘ —(A;jl)*}. (13.161)

w

13.3.6. Electrodindmica de un superconductor.

Analizaremos en esta seccién la respuesta de un superconductor a un campo
eléctrico o magnético externo aplicado. El hamiltoniano de los electrones en el super-
conductor en presencia de un potencial vector aplicado A es

H=Hy+ Hin = ﬁ ;/drwj(r)p%(,(r) + /drjA, (13.162)

donde el momento canénico es
p=—ihV — %A (g=e). (13.163)
Por otro lado, la densidad de corriente en el superconductor se obtiene de la siguiente

manera. Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad de la carga y la corriente
eléctrica

o _ P _ WY _ o
ik T Vi & ¢ Era Vj (13.164)
y la ecuaciéon de Schrodinger, z’h% = H1, tenemos que
oy* w q (prt q s ,
_ _* = = — . 13.1
15y Vi & h (H P )1/1—&- ihw (H) Vi (13.165)

e

Dado que en el caso no relativista H = ﬁ (p — EA)Q, tenemos

il o) 2

-1 {(mv + qA) z/z*} P+ ﬁqmw* (ihV + %A)Qw

2mih
_ 2 2zqh A%,
= g (V) v [(wATY"] ¥ Y+
q 2’quL N . 2
+ G (VY =0T (VA Y+ ;w A%y}, (13.166)



363 Teoria de la respuesta lineal

Usando el habitual gauge de Coulomb (VA = 0)

o -_7(]7}17*2 2 % f*
Vj= [¢Vw+(v¢)w]+mwvmp

2mi

3 3

__4a 2 q x

27’rm'hcd£l/¢jsﬂ7Jr Qmihcm
qh

—_ 1" * _ * i *
= 5 [V (VY — V)] + mCV[w Ayl (13.167)

Asi pues, la densidad de corriente en el estado de funcién de onda ) es:
. 7qh * * q2 * . .
I=5 W VY — VY] — =" AY = jpara + Jaia- (13.168)
mi me
En el espacio de Fourier la corriente paramagnética puede expresarse como

. q
dpara(@) = - > Kk g ,Chos (13.169)
q,0

donde, como de costumbre, hemos usado que en el formalismo de segunda cuantizacién
el operador funcién de onda es:

1 —ikr
U, (r) = Chodr(T) 5 PK(r) = —=e . (13.170)
2 NG
De este modo, a primer orden:
. q
H,, = /dr]pamA = kZ:qA(q)cL_q’Uckyg. (13.171)

Definiendo la susceptibilidad del modo habitual en la regién lineal como

(9) (q,w) = x(q,w) A(q,w), (13.172)

y usando la relacién habitual de Kubo tenemos

() (@:w) = =1 At ([Gpara: Fpara]) (@.0) A (g.0), (13.173)
X(0,0) = =2 4 ([fpara, Gpara]) (g, 0) = —iwo (g,0). (13.174)

Mediante las habituales transformaciones de Bogoliubov

.
Ckt = UkV&,0 T V&R 1)

Ciu =~V V0 + Uk'Y/];lz (13.175)

donde los 7% , son los operadores de cuasiparticulas, podemos expresar el hamilto-
niano de interaccién como:

q
Hiny = ——~ > kA(q) [(uwzc+q + VkUk+q) (VL+q,oWk,o - 7£+q,17k71) +
% (13.176)

+ (VkUk+q — UkVk+q) (7L+q,07£,,1 - 7k+q,17k,o)] :

que, en el limite de bajo vector de onda (g — 0) toma la forma:

Hine(q 2 0) = === 3" kA(0) (w070 = W10 ) (13.177)
k
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2 2 . . .
donde hemos usado que |ux|”+|vk|” = 1 por las reglas de anticonmutacién habituales.
De idéntica manera, en términos de los operadores de cuasiparticula la media de la
densidad de corriente es:

(Jpara (g = 0))

q
— Z k <’Y;1 0Vk,0 — ’Y;L,ﬂk,1>

ka (Exo) — f(Er1)] , (13.178)

donde f(E) es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac y Ek, son las energias de
los bogolones del sistema
Ep, = B F %kA(o), (13.179)

donde el signo — se corresponde a ¢ = 0 y el signo + a ¢ = 1. Desarrollando en torno
a A(0) ~ 0, tenemos

(Jpara(q = 0)) Z[k’A ( aag ) (13.180)

de manera que:

2¢° af
=— — . 13.181
x(0,0) m2c - kk( aEk) (13.181)
Haciendo ahora Y, — [dex [ ©g(er) y usando g(er) = 4€F vy [ Lkk = kX,
tenemos:
2
nq af
= M)y _9F Vg o
__ns(n)e o
= el ns(T) =n — nn(7), (13.182)

donde la densidad de la fase normal del superconductor es:

—n/dek< 8Ek) (13.183)

13.4. Ejercicios relacionados

Ejercicio 13.1:
Demuéstrese que ¢p, puede expresarse como

D10 = T {p[Aa, H()]} = 2T {lp, Adl} (1) (13.184)

Ejercicio 13.2:
Utilizando la expresion de la evoluciéon temporal de los operadores en la imagen
de Heisenberg, demuéstrese que la funcién de respuesta del sistema puede escribirse

como
6_ﬁ(Em,_En) —1

¢ba - Z Z pn Ja nm Jb( )]WL"W- (13185)

n m#n
Ejercicio 13.3:
Demuéstrese que la funcién de respuesta anterior puede reescribirse de la forma:

bralt BZme Yo [T (8)] e (13.186)
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donde se ha usado la transformada de Kubo del operador J introducida en la Ec.
(13.16):

B
/dxe*HJe—*H. (13.187)
0

Ejercicio 13.4:
Pruébense las relaciones de Kramers-Kronig:

; 2 T noon wdw
X (w) = ;/X (‘*ﬁm»
0
" 2w 7 1, dw’
0

Ejercicio 13.5:
Demuéstrense las relaciones (13.50) y (13.51).
Ejercicio 13.6:
Demuéstrese la Ec. (13.60).
Ejercicio 13.7:
Demuéstrese que si < R(t) >= 0y < R(0)R(t) >x d(t) la solucién de la Ec.
(13.63) puede escribirse como:

—'yt/m|2

m 3/2 mlv? — vie
P(v(t), t;v0) = )] exp {— (13.189)

2rkpT (1 — e=2vt/m 2kpT (1 — e=27t/m)

Ejercicio 13.8:

Demuéstrese el segundo teorema de fluctuacién disipacién (Ec. (13.65)).
Ejercicio 13.9:

Demuéstrese la Ec. (13.169).

13.5. Lecturas complentarias

» Altland, A., & Simons, B. (2006). Condensed Matter Field Theory. Cambridge
University Press.

» Coleman, P. (2015). Introduction to Many-Body Physics. Cambridge University
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» Jonscher, A. (1983). Dielectric Relazation in Solids. Chelsea Dielectrics Press.

» Jonscher, A. (1996). Universal Relazation Law: A Sequel to Dielectric Relaza-
tion in Solids. Chelsea Dielectrics Press.

= Nolting, W., & Brewer, W. (2009). Fundamentals of Many-body Physics: Prin-
ciples and Methods. Springer Berlin Heidelberg.
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Técnicas de Simulacion en
Mecanica Estadistica






Capitulo 14

Simulacién por el método
de Monte Carlo

14.1. Introduccion a las técnicas de simulacion

Aunque en esta obra nos centraremos en la aplicacién a las propiedades de ma-
teriales, bajo la denominacién simulacién por computadora se agrupa un conjunto
de técnicas de muy diversa naturaleza que abarcan amplias escalas de tiempos y ta-
maifos de los sistemas modelizados, desde los mas rdpidos procesos electrénicos en
quimica cuantica o subnucleares en fisica de particulas, hasta la comprensién de fe-
némenos meteorolégicos, cosmolégicos o econdémicos. En general, podemos clasificar
estas técnicas de la forma siguiente:

1. Simulacién numérica de ecuaciones diferenciales que no pueden resolverse ana-
liticamente, incluyendo sistemas continuos como fenémenos en cosmologia, di-
ndmica de fluidos (e.g., modelos climdticos, tréfico, sistemas econémicos, etc.),
cinética quimica...

2. Simulaciones estocasticas, usadas para sistemas discretos con eventos proba-
bilisticos que no pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales. En esta
categoria se incluyen los denominados métodos de simulacién por el método de
Monte Carlo.

3. Simulacién multicorpuscular de estructura y dindmica de materiales en multi-
ples escalas, con el fin de analizar sus propiedades termodinamicas y de trans-
porte. En esta categoria se incluyen las simulaciones ab initio (Hartree-Fock,
teoria del funcional de la densidad, dindmica molecular ab initio...), la dindmica
molecular, etc.

La conveniencia de cada una de estas simulaciones depende, en gran medida, de las
escalas de tiempo y tamafio que queramos abordar y de las preguntas que queramos
responder. En principio, la aplicacion de la teoria cuéntica a la descripciéon de las
propiedades de materiales es védlida con independencia del tamafio del sistema. No
obstante, cuando el ntimero de particulas (grados de libertad) del sistema crece hasta
un tamafio macroscépico estas técnicas son inviables por la extrema complejidad de los
célculos implicados, por lo que son necesarias aproximaciones. Asi, méas alld de unos
pocos &tomos, el enfoque ab initio debe ser abandonado completamente y sustituido
por parametrizaciones empiricas del modelo utilizado, que se eligen generalmente en

369
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funcién de las escalas de tamafio y tiempo involucradas (Fig. 14.1), aunque no hay
una “jerarquia” simple que esté conectada con aquellas.

02000000000 \
Atomistico Mesoescala, Macroescala
2 T Continuo
A L7 —
’a :.';.;é:‘:.k‘:o‘:
g8 u TaRa Elementos
g B Dinamica de initos
9 Computacion
9 MC -
T g Acelerada MC-Cinético
DM
A e CG-M
QC Ab Initio -
@ DFT /
o
nm m mm m

Escala de longitud

Figura 14.1: Escalas de tiempo y longitud tipicas de diferentes técnicas de simulacién
en fisica de materiales: quimica cuédntica (QC), teorfa del funcional de la densidad
(DFT), mecénica molecular (MM), que incluye simulaciones de dindmica molecular
(DM) en sus variantes acelerada, ab initio y coarse-grained (CG), Monte Carlo (MC) y
técnicas de mecédnica de medios continuos incluyendo dindmica de fluidos y elementos
finitos. Los rangos de las escalas de tiempo y longitud son aproximados.

Consideraremos en esta obra esencialmente tres tipos de simulaciones frecuente-
mente empleadas en la modelizacién avanzada de materiales:

1. Simulacién de Monte Carlo, que utiliza la generacién aleatoria de estados del
espacio fasico del sistema para obtener propiedades de equilibrio o dindmicas
definiendo tasas de transicién entre estados del sistema (Monte Carlo cinético).
Esta es una técnica de alcance completamente general -de hecho, utilizada en
estadistica matemadtica para la generacién de distribuciones de probabilidad-
que tiene multiples aplicaciones mas alld de la ciencia de materiales.

2. Dindmica molecular clésica, que genera trayectorias cronolégicas de sistemas de
particulas mediante las ecuaciones de Newton con un campo de fuerzas que in-
cluye las interacciones intra e intermoleculares, de tal modo que las propiedades
termodindmicas de equilibrio del sistema se pueden obtener como promedios
temporales y, por aplicacién de la teoria de la respuesta lineal, los coeficientes
de transporte como correlaciones de las magnitudes microscopicas correspon-
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dientes:
W = iz [ am =530 ),
Cap(t) = (A(t—t')B(t')):Th;m Tdt'A(t—t')B(t')

N k
¥ 22 Al = t)B(). (141)

El grado de detalle en la descripcién de las espacies moleculares presentes en
el sistema determina si la simulacién es fully-atomistic -bien all-atom (AA) o
united-atom (UA, con hidrégenos promediados)- o coarse-grained, agrupando
4dtomos o grupos de adtomos en unidades de simulacién efectivas que permite
extender notablemente el tamafio del sistema. Ademads, es posible introducir
polarizacién electrénica en el potencial (polarizable force field) o tener en cuen-
ta explicitamente los grados de libertad electrémnicos, en lo que constituye la
denominada dindmica molecular ab initio.

3. Técnicas de simulacién ab initio de materiales a escala atéomica, e.g., calculos de
estructura electrénica y dindmica molecular basados tnicamente en primeros
principios de la propia mecanica cudntica. Los primeros se basan en soluciones
iterativas de la ecuacién de Schrodinger (método de Hartree-Fock) para elec-
trones individuales de sistemas multielectrénicos con aproximaciones sobre los
potenciales, o de ecuaciones tipo-Schrédinger (ecuaciones de Kohn-Sham) en
el caso de la teorfa del funcional de la densidad (DFT), que admite ademés
una generalizacién dependiente del tiempo en el caso de que sobre el sistema
actien campos de fuerza externos dependientes del tiempo. La combinacion de
técnicas ab initio para la descripcién de los grados de libertad electrénicos con
técnicas de dindmica molecular constituye la denominada dindmica molecular
ab initio.

14.2. Método de Monte Carlo

Como es sabido, el denominado método de Monte Carlo fue introducido en la dé-
cada de 1940 por Stanislaw Ulam, mientras trabajaba en proyectos de armas nucleares
en el Laboratorio Nacional de Los Alamos y posteriormente John von Neumann pro-
gramo la computadora ENIAC para llevar a cabo los célculos, cuyo nombre se debe a
la necesidad de mantener en secreto el programa y fue sugerido por Nicholas Metro-
polis, en referencia al casino de la ciudad de Monte Carlo. Posteriormente, en 1948,
Harris y Kahn desarrollaron sisteméticamente la técnica. Inicialmente introducido
para simular la difusién de neutrones, i.e., la distancia que viajarian en una sustancia
antes de colisionar con otros niucleos atémicos, y la distribucién de probabilidad de
energia emitida tras las colisiones, en la actualidad se ha convertido en una técnica
estandar de solucién de problemas usando la aleatoriedad.

Los denominados métodos de Monte Carlo, o experimentos de Monte Carlo, for-
man una clase general de algoritmos basados en la generacién repetida de niimeros
aleatorios para la resolucién de problemas incluso deterministas. Generalmente son
clasificados en problemas de optimizacion, integracién numeérica y obtencién de dis-
tribuciones de probabilidad.
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14.2.1. Evaluaciéon de integrales por el Método de Monte
Carlo

Uno de los usos mas simples, efectivos y frecuentemente empleados de los méto-
dos de Monte Carlo es la evaluaciéon de integrales definidas que son intratables por
técnicas analiticas, particularmente en dimensiones elevadas. La técnica usual es la
comparacién del niimero de puntos que, generados al azar, caen por encima o por
debajo de una determinada funcién. Esta es, por tanto, una técnica de integracién
numérica que usa nimeros pseudoaleatorios.

El procedimiento de integracién Monte Carlo permite realizar el cdlculo de una
integral multidimensional definida

I:/rf(a:)dw, (14.2)

donde T" es un subconjunto de R™ de volumen

V:/Fdw. (14.3)

El método més simple de integracién realiza un muestreo uniforme en I' de un total
de N muestras, {azi}évzl, x; € I', de modo que la integral puede aproximarse como:
1

M=

fl@s) =V (f). (14.4)

Il
—

Dado que la ley de los grandes niimeros garantiza que, en el limite de grandes mues-
tras, el valor medio y el valor exacto de la funcién coinciden al anularse la varianza
muestral tendremos

N
. o 1 N
A}gnDOIN—I\;gnOOVNZ;f(wZ)—I. (14.5)

La evaluacién de la incertidumbre de la estimacién Monte Carlo en la Ec. (14.4),
In, para muestras finitas se hace de la manera habitual mediante el estimador de la
varianza poblacional

1 N
2 2 2

= = - i) — s 14.
8=k = 37 2 (=) — (1) (14.6)
que conduce a

Vs Var(f) = v2 Yul) _ 2ok

N e (14.7)

que decrece asintéticamente con N con tal de que las varianzas o2 estén acotadas. En
este caso la incertidumbre que podemos asociar a la estimacién de la integral I es:

Sy ~ \/S2Iy = V% -0, (14.8)

Es importante darse cuenta de que, a diferencia de los métodos deterministas utiliza-
dos habitualmente, que lo hacen exponencialmente, este resultado no depende de la
dimensién de la integral. No obstante, también a diferencia de los métodos determinis-

tas, es posible que el método de Monte Carlo no recoja bien todas las peculiaridades
de la funcién y la incertidumbre calculada no sea una buena cota.
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Ejemplo 14.1

El ejemplo por excelencia de integracién por el método de Monte Carlo es la
estimacién de 7. Si consideramos la funcién

1 osi 2”4+y*<1
H(x,y)—{ sty sl (14.9)
0 en caso contrario
y el conjunto I' = [—1,1] x [—1, 1] de drea A = 4, tenemos
I. = / H(z,y)dzdy = . (14.10)
r

Por tanto, el cdlculo de 7 con el método de Monte Carlo consiste en extraer N niimeros
aleatorios en I' y calcular

N
1
In :4N;H(xi,yi). (14.11)

Naturalmente, existen algoritmos que usan distribuciones de muestreo especificas
optimizadas para diferentes problemas, y la cuestién crucial suele ser la mejora de las
estimaciones de los errores, por ejemplo con la divisién de la regiéon en subvoliimenes
mediante muestreo estratificado o el muestreo por importancia en distribuciones no
uniformes. Por ejemplo, esta ultima evaluaria la integral de la Ec. (14.2), mediante
la introduccién de una distribucién de probabilidad h(x), conocida como distribucién
de muestreo por importancia, de modo que

p/rh(x)h( ) da. (14.12)

Esta integral se presenta como el valor medio I = (f(x)/h(x)), se puede aproximar,
por tanto, por el estimador insesgado (fiel)

_ 1 (@)
In =+ ; o) (14.13)

cuyo valor medio coincide con I, y su varianza es:

Var(Iy) = 1 Var (%) - <(£Eg - >2> . (14.14)

Ejemplo 14.2

En el caso de una integral en un volumen I' del R™, si h(x) es la distribucién
uniforme en dicho conjunto,

h(x) = %M(XL (14.15)

donde 1r es la funcién indicador, entonces el estimador de la integral toma el valor:

1 N
I =V fa) = Vi) (14.16)
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recuperando el resultado anterior.

14.2.2. Muestreo de distribuciones de probabilidad

La generacién de nimeros aleatorios (o pseudoaleatorios) es un tema de gran
importancia para los métodos de Monte Carlo. Existen diferentes algoritmos para
la generacion de nimeros pseudoaleatorios mediante métodos computacionales. Pero
la mayoria de estos algoritmos estdn pensados para la generacién de distribuciones
aleatorias en el rango [0,1). Sin embargo a menudo estamos interesados en replicar
diferentes distribuciones de probabilidad, por lo que debemos resolver el problema de
cémo podemos recuperar una densidad de probabilidad arbitraria (f(y)) a partir de
una distribucién homogénea.

Dada una distribucién f(y) definida en un dominio [Ymin,Yma=z], se busca una
funcién biyectiva g(x) tal que, si y = g(x), se obtenga la distribucién deseada, siendo
x generada por una distribucién de probabilidad uniforme. Para ello se usa la funcién
cumulativa de la distribucién problema

F(y) = /y fW)dy'. (14.17)

Ymin

La funcién g(z) serd adecuada siempre y cuando la probabilidad de que g(z) < y
coincida con F(y),

P(g(z) <y) = F(y). (14.18)
Ahora, usando la funcién inversa g~ *(y) a ambos lados de la desigualdad, podemos
escribir

P(z<g ') = Fy) (14.19)

Dado que = es una variable uniforme se cumple, trivialmente, que la probabilidad de
que sea menor que un valor z dado en el intervalo [0, 1) es directamente z, con lo que
podemos resolver la ecuacién anterior para obtener

Pz<g'(y)=g"'(y) =F). (14.20)

Por lo tanto, como la funcién F(y) es necesariamente continua y monétona creciente,
serd también biyectiva en el intervalo [0,1), de modo que

y=gle) = F (), (14.21)

es decir, la funcién g(z) buscada serd la inversa de la funcién cumulativa de la dis-
tribucién de probabilidad deseada. Por lo tanto, en general, el proceso a seguir para
generar puntos siguiendo una distribuciéon de probabilidad arbitraria sera:

1. Obtenemos la funcién cumulativa F(y) de dicha distribucién.

2. Calculamos su inversa g(z) = F~'(x).

3. Generamos un nimero aleatorio x siguiendo una distribucién uniforme en [0, 1).
4. Transformamos dicho valor de la forma y = g(x).

Otra forma de interpretar este resultado es usando la inversa de la funciéon cu-
mulativa como la funcién cuantil, es decir, una funcién que dada una probabilidad x
entre 0 y 1 nos devuelve la y que cumple F(y) = x. De esta forma el proceso para
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generar una distribucién arbitraria consistird en escoger aleatoriamente una probabi-
lidad entre 0 y 1 y buscar el punto y correspondiente en la funcién cuantil. Es sencillo
ver como este método debe generar la distribucién correcta.

Ejemplo 14.3

Se dispone de un generador de niimeros pseudoaleatorios obtenidos de una variable
X € [0,1] con una distribucién uniforme. Se desea obtener una muestra de datos
para una variable Y € [0,2] cuya funcién de densidad de probabilidad es fy (y) =
% sin (ym/2). Para ello, siguiendo el método de la transformada inversa, calculamos
la funcién cumulativa de la distribucion.

Y

Fy () = [ sin /) df =
0

(1 — cos(ym/2)).

N =

Obtener la inversa de dicha funcién (conocida como funcién cuantil) resulta sencillo
en ese caso: F~' (z) = 2/marccos(l — 2x). En la Fig. 14.2 se muestra el histograma
de frecuencias obtenido mediante la generacién de 10000 niimeros pseudoaleatorios
usando esta transformacién, junto con la funcién de densidad de probabilidad exacta.
Como puede verse el acuerdo entre ambas es notable y las fluctuaciones entorno al
valor ideal son esperables de un proceso aleatorio.

1.0

fly)

"0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 14.2: Densidad de probabilidad ideal e histograma de frecuencias de la funcién
densidad del ejemplo 14.3.

Noétese que este método no esté limitado a distribuciones definidas en un intervalo
finito. Por ejemplo, podemos aplicarlo de forma sencilla a la distribucién f(y) =
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exp(—y), de forma que g(z) = —log(l — z).

Por desgracia, el método necesita que sea posible un calculo analitico de la in-
versa de F(y), lo cual en muchos casos no es posible. Sin embargo, existe un método
sencillo que si permite generar una distribucion para estos casos. Este es el algoritmo
de aceptacién-rechazo de von-Neumann. Dada una distribucién f(y) definida en un
intervalo y € [a,b) y con una cota M > f(y) Vy, el algoritmo se resume en los
siguientes pasos:

1. Generamos dos ntimeros aleatorios procedentes de una distribucién uniforme
en [0,1), z y ¢

2. Trasladamos el valor z al intervalo [a,b); y = a+ (b — a) * z.
3. Trasladamos el valor ¢ al intervalo [0, M]; H = Me.

4. Comparamos el valor de la funcién f(y) con la cota dada por H. Si H < f(y)
aceptamos el punto y. Si es mayor rechazamos el punto y volvemos al primer
paso del algoritmo. Este proceso se repite hasta que obtenemos un y valido.

Notese que el valor de la cota M no tiene que ser igual al médximo de la distribucion.
Sin embargo, valores muy alejados de dicho méximo harian que se rechace una mayor
cantidad de puntos y ralentizard la obtencién de los puntos aleatorios. De hecho,
es sencillo ver que, dado que la distribuciéon de probabilidad estd normalizada en el
intervalo [a, ), la eficiencia de este algoritmo sera:

Numero de Puntos Aceptados 1
E = = . 14.22
Numero de intentos M(b—a) ( )

Resulta sencillo ver mediante la aplicacién de la regla de Laplace, como este proceso
genera la distribucién adecuada. La principal desventaja de este método es que para
generar cada punto aleatorio necesita por lo menos de 2 nimeros aleatorios de una
distribucién uniforme y, en promedio, utilizard 2/F puntos. Ademds este método solo
permite trabajar directamente con funciones en un intervalo finito.

Ejemplo 14.4

Vamos a generar la misma distribucion que en el ejemplo 14.3 utilizando el método
de von-Neumann. En este caso nuestro intervalo [a, ) se corresponde con el intervalo
[0,2). Como cota podemos poner el valor M = 1, aunque usar un valor més ajustado
al méximo (7/4) aumentaria la eficiencia computacional.

La Fig. 14.3 muestra el resultado de 1000 iteraciones de este algoritmo.
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Figura 14.3: Resultado de la ejecucién de 1000 iteraciones del método de aceptacion-
rechazo de von Neumann para generar la distribucién del ejemplo 14.4. Izquierda: los
1000 puntos generados al azar en el rectdngulo [0,2] x [0, 1], en blanco los puntos
rechazados y en gris los puntos aceptados. Derecha: histograma de frecuencias junto
a la funcién de densidad de probabilidad buscada.

Finalmente, necesita mencién especial una distribucién para la cual no es posible
calcular su funcién cumulativa analiticamente y esta definida en un intervalo infinito,
la distribucién gaussiana. Existen diferentes métodos para obtener una distribucién
gaussiana a partir de una distribucién uniforme. A continuacién presentaremos uno
de los métodos mas utilizados, el método de Box-Muller.

El método de Box-Muller aprovecha el hecho de que una gaussiana bidimensio-
nal admite una expresién analitica de su integral para generar simultdneamente dos
distribuciones gaussianas independientes. Consiste, por lo tanto, en una adaptacién
del método de inversién de la distribucién cumulativa. Partimos, por lo tanto de una
distribucién gaussiana en dos dimensiones, con media 0 y varianza 1:

1
P(z,y)dzdy = ﬂefé(zgﬂﬁ). (14.23)

Para poder trabajar de forma mas sencilla sobre esta distribucién vamos a trans-
formar nuestras variables x e y a un sistema de coordenadas radiales

x =rcosb,

Y

rsenf .

En estas coordenadas, nuestra distribucién de probabilidad tiene la forma:
7‘2
P(r,0)drdo = %e_ T drdf . (14.24)

Siguiendo ahora la receta del método de inversion de la distribuciéon cumulativa, vamos
a buscar dos funciones, F' y G, tal que, dadas dos variable aleatorias uniformes v y
w, generen las variables aleatorias r = F(v) y 8 = G(w) que sigan la distribucién
gaussiana. Vamos a comenzar con la funcién G, la cual obtenemos a partir de la
distribucién cumulativa de la probabilidad marginal

0 oo _ B
G7(0) = / / T B @ g = 2 (14.25)
o Jo 2m 2m
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Esto nos lleva al resultado que podriamos esperar intuitivamente de
0 = G(w) =2mw, (14.26)

es decir, el dngulo estd uniformemente distribuido. Para el cdlculo de la funcién F(v)
utilizamos un proceso similar haciendo

L r 27 7 2 2
Fi(r) = / / ZeTdidr=1-e7 (14.27)
o Jo 2m
Esta funcién es facilmente invertible para obtener:

Fv) =+—2log(v—1). (14.28)

Podemos simplificar un poco esta expresién utilizando el hecho de que la distribucién
de (v —1) y de v es idéntica y, por lo tanto, podemos substituir (v — 1) por v para

obtener, finalmente:
r = F(v) = +—2log(v). (14.29)

Con estos dos resultados, podemos volver al sistema cartesiano substituyendo los
valores de r y 6 por sus expresiones correspondientes.

x = +/—2log(v) cos(2mw), (14.30)
y = +/—2log(v)sin(2rw). (14.31)

Donde, por construccién de la distribucién gaussiana en 2 dimensiones, las variables
z e y no estan correlacionadas.
Resumiendo, el proceso para generar pares de puntos aleatorios que sigan la dis-
tribucién gaussiana es:
1. Generamos dos valores aleatorios (w y v) siguiendo una distribucién uniforme
en el intervalo [0, 1).

2. Calculamos dos puntos independientes (z e y) utilizando las Ecs. (14.30) y
(14.31) respectivamente.

3. Si queremos que en la distribucién tenga media p y varianza o2, realizamos las
transformaciones

z’ =pu+oz,

/

Yy =p+toy.

En la Fig. 14.4 podemos ver un ejemplo del resultado de la aplicaciéon de este
método.

14.3. Métodos de cadenas de Markov Monte
Carlo

En aplicaciones que implican la generacién de niimeros aleatorios que siguen una
distribucién multivariante con un elevado nimero de dimensiones, el método de trans-
formacién antes citado puede no ser posible y la técnica de aceptacién-rechazo puede
tener una eficiencia demasiado baja para ser utilizable en la préactica. Si no se re-
quiere tener valores aleatorios independientes, sino inicamente que sigan una cierta
distribucion, entonces se pueden usar los denominados métodos de cadenas de Markov
Monte Carlo, que son métodos de simulacién que tienen como objetivo la generacién
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Figura 14.4: Resultado de la ejecucién de 100000 iteraciones del método de
Box-Muller junto con la distribucién gaussiana ideal.

de muestras de distribuciones de probabilidad y la estimacién de cantidades de in-
terés a posteriori a partir de las mismas. Supongamos que queremos simular valores
de una distribucién a posteriori p(x). La idea central de los métodos de cadenas de
Markov Monte Carlo consiste en simular una cadena de observaciones @1, ®2,..., TN
cuya distribucién estacionaria sea justamente la buscada, usando para ello una deter-
minada densidad propuesta que, en general, serd diferente de la densidad a posteriori
deseada. Los valores generados dependen tnicamente del iltimo de los valores simu-
lados, formando por lo tanto una cadena o proceso de Markov. Antes de continuar
con la lectura de esta seccion es recomendable estar familiarizado con los conceptos
introducidos en el apéndice B del presente libro.

14.3.1. Algoritmo de Metroépolis

Hemos visto en los capitulos anteriores cémo una matriz de probabilidades de
transicién conduce a una determinada distribucién estacionaria en el caso de que la
dindmica del proceso aleatorio sea markoviana, y como, en el caso en que dispongamos
de la matriz de probabilidades de transiciéon, podemos obtener dichas distribucion.
Ahora se plantea el caso inverso: dada una distribucién estacionaria particular, P,
;qué matriz de probabilidades de transicién K conduce a ella? Ya hemos visto que la
distribucién estacionaria es el autoestado de valor 1 de la matriz K, esto es,

Lf;“ — WP(t) = (K — 1)P(t) = 0, (14.32)

para lo que la condicién de balance detallado es una condicién suficiente. Los algorit-
mos de generacién de distribuciones por el método Monte Carlo usan generalmente
esta condicién. La idea bésica es que si es posible encontrar una matriz K que verifique
que:
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1) 0 < Kmn <1, Vn,m,
2) >, Kmn =1, Vm,
3) Kmn sea ergddica,

4) Kmnpm = Knmbn,
entonces el proceso markoviano producira, a tiempos largos, estados distribuidos de
acuerdo con la distribucién P. En particular, en el algoritmo de Metropolis el pro-
ceso de transicion entre estados se divide en dos etapas: probabilidad de intento de
transicién (7mn) y probabilidad de aceptacién de dicho intento (amn), de modo que

Kmn = TmnQmn. En el algoritmo de Metropolis original, Tmn = Tmn (que garantiza
el balance detallado)

1 f n > my
Qmn = Lo =P (14.33)
pn/pm if Pn < Pm

que puede escribirse como
Qmn = min (1, p—”) , (14.34)
Pm
aunque también se usa en ocasiones una opciéon mas simétrica conocida como muestreo
de Barker,
’ pn
Qmn = min (1, o +pn) . (14.35)
Naturalmente, la condiciéon de balance detallado se cumple si la probabilidad con
la que se intenta el cambio es simétrica Tmn = Tnm, y, evidentemente, Zm Tmn =
1. Como puede verse, en el algoritmo de Metrépolis sb6lo es necesario conocer las
probabilidades relativas y no las absolutas, lo que resulta muy conveniente en la
practica. Existe una gran libertad a la hora de elegir la matriz 7, si mas que imponer
las condiciones anteriores. No obstante, se suele elegir de forma que los estados '), y
I';, estén localizados uno en la “vecindad” del otro para garantizar dirigir al proceso
markoviano a regiones especificas, lo que asegura su eficiencia en problemas de alta
dimensionalidad al garantizar el muestreo de regiones raras del espacio fase.
Hastings generaliz6 el algoritmo de Metropolis para el caso en que la probabilidad
de intento de transicién no sea simétrica (Tmn # Tmn), haciendo que

1 if TmPr > TmnDPm,
A t TnmPn = TmnD (14.36)
Dn/Pm i TamDPn < TmnDm
0, equivalentemente,
Gmn = min (1, M) . (14.37)
TmnPm

Algoritmo de Metropolis-Hastings: En este algoritmo -denominado Metrépolis
inteligente o sesgado- se considera un sistema que puede estar en diferentes estados
I';, con probabilidades p,, y establece una regla de decisién de como realizar intentos
de transicién T, a partir de una configuracién inicial determinada, I'(t = 0). Para
realizar los cambios desde una configuracién I'y, = I'(¢) dada,

1. Se elige un estado I';, de acuerdo con Tpm,.

2. Se calcula el cociente g = TomPn

TmnPm

3. Se genera un ndmero aleatorio n € [0,1] y, si ¢ > 7, se acepta el cambio y se
actualiza el estado a I'(t+ 1) = I',, mientras que en caso contrario el estado no
se actualiza y se repite el paso 1.
Se repite el proceso descrito un elevado niimero de veces, despreciando cierta canti-
dad de estados al principio para evitar contar estados altamente no estacionarios y
calculando promedios con sus incertidumbres.
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14.4. Monte Carlo cinético (KMC)

Los estados generados mediante los algoritmos de la seccién anterior son adecua-
dos para la generaciéon de muestras aleatorias suficientemente amplias de distribucio-
nes de probabilidad estacionarias, y permiten, por lo tanto, estudios de simulacién de
las propiedades de equilibrio de sistemas fisicos. No obstante la trayectoria seguida
en el espacio de las fases no estd gobernada por la propia dindmica subyacente del
sistema, sino meramente por una eleccién azarosa.

En los afios 60, se empezaron a desarrollar diferentes técnicas para permitir la evo-
lucién dindamica entre estados del sistema, que se aplicaron en las décadas posteriores
a cuestiones como difusién, adsorcién superficial, dafios por radiacién, etc. Teérica-
mente, esta técnica puede proporcionar la evolucién dindmica exacta del sistema,
pero las simplificaciones que su implementacién practica requiere suelen disminuir la
expectativas.

Naturalmente, la técnica estandar para la simulacién de la dindmica de un sis-
tema atémico descriptible mediante la mecanica clasica es la dindmica molecular.
Como hemos visto en la introduccién a este capitulo, ésta usa las ecuaciones clasicas
del movimiento y un campo de fuerzas para producir representaciones de la dindmica
del sistema, de gran calidad si se trata de un potencial realista y siempre que los
efectos dindmicos cudnticos y los acoplamientos electrén-fonén (no representados por
la aproximacién de Born-Oppenheimer) sean despreciables. No obstante, los tiempos
caracteristicos en los que se actualizan las posiciones y momentos (paso de simula-
cién) son usualmente del orden de 1 fs en los algoritmos més precisos de simulacién, lo
que conduce a tiempos totales simulados necesariamente inferiores a 1 us para man-
tener los tiempos de computacién en valores asequibles. Esto conduce al denominado
“problema de la escala temporal” que presenta la dindmica molecular, problema que
no presenta el método de Monte Carlo cinético (KMC), pues modela el sistema en
conjunto y reduce su dindmica a “saltos” difusivos entre estados de su espacio fasico,
permitiendo alcanzar escalas de tiempo muy largas.

A diferencia de los algoritmos estdndar de Monte Carlo que generan transiciones
entre estados elegidos aleatoriamente, en el método KMC las transiciones se seleccio-
nan dependiendo de las tasas (rate constants) que regulan la probabilidad por unidad
de tiempo de que el sistema deje su estado inicial (m) hacia uno final (n), kmn, que
son en general independientes del estado que previamente ocupaba el sistema (proceso
markoviano). Estas constantes dependen de la forma que tienen los pozos de potencial
asociados a ambos estados en el paisaje de energia y de la forma de la barrera que les
separa (Fig. 14.5).

En este tipo de procesos con largos tiempos de residencia en estados del espacio
fasico el sistema “olvida” su estado anterior y el movimiento que le ha conducido ahi
cuando realiza el siguiente cambio de estado, de ahi que los saltos puedan considerarse
independientes. Ademsds, el tiempo entre saltos se distribuye de acuerdo con una
distribucién exponencial,

Prn (t) = kpne Fmnt, (14.38)

De este modo, la probabilidad total de salto de un estado m es

Prn(t) = krore ™" 5 Kot =Y Kun. (14.39)

Evidentemente, la implementacién del algoritmo KMC precisa de la generacién de
numeros distribuidos exponencialmente para simular un proceso de primer orden de
tasa constante, lo que se logra generando una distribucién uniforme = € [0,1] y
transformando a y = — In x/k¢o¢. El algoritmo estocdstico KMC (también denominado
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Figura 14.5: Topografia del paisaje de energia del sistema y salto difusivo entre
pozos adyacentes a través de los puntos de silla (linea discontinua).

BKL, debido a Bortz, Kalos y Lebowitz (1975)) consiste en seleccionar el camino de
reaccién al azar y mover el tiempo también aleatoriamente a partir de la distribucién
exponencial (de manera desacoplada). Para ello, cuando el sistema se encuentra en
un estado m se elige al azar un ntimero en £ € [0, 1] y se multiplica por la tasa total
kiot, de tal modo que se elige como camino aquel cuya tasa k., queda mas préoxima
a &kiot, i.e., el primer camino para el cual

s(j) = kaqa (14.40)

es s(j) > &ktot, y se avanza el tiempo en una cantidad elegida a partir de la distribu-
cién exponencial para la tasa total en (14.39).

Naturalmente, la implementacién de este algoritmo no presenta mayor dificultad
en el caso de que sean conocidas las tasas de reaccidén, que deben ser calculadas
mediante algin procedimiento. Los dos mds frecuentes son i) la teoria del estado
de transicién y ii) la teorfa del estado arménico de transicién, que se basan en la
existencia de un estado transitorio que debe formarse en el proceso de cambio de uno
a otro estado del sistema. En el primero de los casos, la tasa es justamente el flujo a
través de una superficie divisoria que divide los dos estados en el espacio de las fases,
y se calcula en colectividades térmicas como la probabilidad de Boltzmann de estar
en la superficie divisoria frente a la de estar en cualquier otro sitio de la zona del
espacio fasico. En el segundo de ellos se pesan los modos en los puntos de silla frente
a los del pozo (ver Voter (2007)).

14.5. Ejercicios relacionados

Ejercicio 14.1:
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Figura 14.6: Esquema para escoger el camino de reaccién que debe seguir el
algoritmo estdndar de KMC.

Modelo de Ising. Impleméntese, mediante el algoritmo de Metrépolis-Hastings un
c6digo para el calculo de la dependencia en la temperatura de la magnetizacién media
y la susceptibilidad de un sistema bidimensional de N spines s = 1/2.

Ejercicio 14.2:

Footloose entrepreneur. Analicese una versién libre del modelo footloose entrepre-
neur considerando un modelo simple de la actividad econémica que consiste en N
regiones distribuidas en un plano, y en cada una de las cuales hay un niimero de em-
prendedores N; que pueden migrar entre las regiones en busca de mayores ingresos,
mientras que los trabajadores estan esencialmente inmoéviles y los consumidores se
distribuyen homogéneamente entre las regiones. Supdéngase los costes de transporte
de la actividad dependen de la distancia entre zonas de la forma Tijx = T dijkt donde
diji es la distancia euclidea entre zonas, y que el beneficio de cada emprendedor en
la regién (ij) se obtiene como producto de la demanda por el precio, V;; = pD;; —T5;,
supuesto constante, con:

Dy = > d=> 0" =X)(A" =) 5 a>1
kl kl

> Tijg =Y Tk, (14.41)
ki i
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donde 0;jx; representa la distancia euclidea entre las regiones (ij) y (kl) y A" es la
densidad de consumidores, supuesta constante. En cada paso, supéngase que una
fraccién 8 < 1 de los emprendedores de una regién elegida al azar deciden moverse a)
a la regién con beneficio maximo, b) a la regién con la media de beneficio. Represéntese
la distribucién final observada tras un nimero de pasos suficientemente grande.
Ejercicio 14.3:

Repetir los dos ejercicios anteriores mediante alguna implementacién asimétrica
de la probabilidad de intento de cambio de acuerdo con el algoritmo de Metrépolis-
Hastings.

Ejercicio 14.4:

Analicese la dindmica del modelo de Ising del ejercicio 14.1 si las tasas de transi-

cién son:

o kpn = —a(Em — Ey)
" kmn = exp[—a(Em — Ey)]



Capitulo 15

Dinamica Molecular

En este capitulo introduciremos la técnica de simulacién por dindmica molecular,
centrandonos en el tratamiento estadistico de la misma. Esta técnica aunque parte
de unas bases sencillas contiene un tratamiento estadistico que estd intimamente
relacionado con lo visto a lo largo de este libro. La dindmica molecular consiste, en
esencia, en realizar la integraciéon de la dindmica hamiltoniana dada por un potencial
de interacciéon predefinido para los grados de libertad de un sistema de particulas.
La versatilidad de esta técnica permite la simulacién del comportamiento de sistemas
con miles de atomos o moléculas, ademés de llegar a escalas temporales que técnicas
de simulacién ab initio no permiten.

15.1. Funcionamiento general de la dinamica
molecular

15.1.1. Esquemas de integracion

A grandes rasgos, la dindmica molecular cldsica utiliza las ecuaciones de Newton
para obtener una version discretizada de la evolucién temporal de un sistema de par-
ticulas. El estado mecéanico de estas particulas estd definido en el caso cldsico por su
posicién y su velocidad {r;,v;}, y generalmente cada particula se corresponde con
un atomo del sistema que queremos simular. La dindmica molecular no trata explici-
tamente las atmoésferas electrénicas de los 4tomos, ya que supone que su dindmica es
mucho més rapida que la de los nicleos, y por lo tanto solo son relevantes la posicién y
velocidad de dicho ntcleo. Estas particulas interactiian entre si mediante un potencial
U(TN oY ), que en general depende de la posicién y de la velocidad de las particulas,
aunque como veremos normalmente se trabaja con potenciales que dependen unica-
mente de la posicién de las particulas. Para simplificar el tratamiento estadistico de
estos sistemas a partir de ahora asumiremos que el potencial s6lo depende de las
posiciones de las particulas. Por lo tanto, la energia del sistema en una determinada

configuracién {p1,...,pn;71,...,rNn} vendrd dada por
3N p2
E= L+ U(ry,. : 15.1
Zi: am; UML) (15.1)

Intentar resolver la dindmica hamiltoniana de este sistema es una labor imposible
para la gran mayoria de potenciales de interacciéon. Por lo tanto, debemos recurrir a

385
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soluciones numéricas de las ecuaciones de Newton

dQTi(t) _ 1 8U(r1,...,rN

a2 omy ot

(15.2)

Para poder integrar estas ecuaciones de forma numérica es preciso realizar una dis-
cretizacién temporal. Por lo tanto, sélo evaluaremos las posiciones y velocidades de
las particulas para tiempos t = nAt, con n entero. Puede parecer que en virtud del
Teorema del Muestreo de Nyquist-Shanon, si At es menor que la mitad del periodo del
proceso mas rapido de nuestro sistema, no estamos perdiendo ninguna informacién y
seria posible reconstruir la dindmica para puntos intermedios con toda la precisién
que se requiera. Existen diferentes posibles esquemas de integracién, pero el analisis
de las ventajas computacionales entre ellos estd fuera de los objetivos de este libro.
Uno de los esquemas de integraciéon mas utilizado es el algoritmo leap-frog

ai(t) = —%—GH (r - ) (), (15.3)
v; (t + %) = v; (t — %) + ai(t)At, (15.4)
xi(t + At) = a:l(t) —+ v; (t + %) At. (155)

Notese que en este algoritmo las posiciones y velocidades no son evaluadas en el
mismo instante temporal, de ahi el nombre de leap-frog. Esto no es en general un
problema, ya que es posible reconstruir las velocidades en los mismos instantes que
las posiciones como

vi(t) = il G ;vi(t ) (15.6)
Usar estos esquemas de integracién, junto con un potencial que no depende del tiempo
garantiza ademas que la energia se conservard durante la simulacién. Por lo tanto,
estaremos trabajando en la colectividad microcanénica o, como se suele denominar
en la colectividad NVE. Como resultado de la dindmica molecular obtendremos por
lo tanto una coleccién de posiciones, velocidades y fuerzas sobre cada una de nuestras
particulas. En las proximas secciones veremos c6mo es posible obtener a partir de estos
resultados tanto las propiedades termodindmicas del sistema como sus propiedades
dindmicas y estructurales.

15.2. Propiedades en la colectividad microcané-
nica

15.2.1. Propiedades termodinamicas

Dado que la simulacién por dindmica molecular no proporciona un acceso directo
a la funcién de particién del sistema, necesitamos un método alternativo, basado en
las posiciones, velocidades y fuerzas que actiian sobre las particulas para calcular las
diferentes propiedades termodinamicas del sistema. En esta seccién veremos cémo ob-
tener la temperatura, capacidad calorifica y presién de un sistema en la colectividad
microcandnica. A partir de éstas es posible obtener el resto de magnitudes termodiné-
micas del sistema. Como vimos en el capitulo 2, la termodindmica de la colectividad
microcandnica viene dada por la entropia

S =kpIn(T(E)), (15.7)
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Figura 15.1: Esquema del algoritmo bésico de simulacién por dindmica mole-
cular.
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donde T representa el volumen fasico calculado como:
1
D(E) = wax / dr*N dp*™ . (15.8)
H<E

Para el caso habitual de la dindAmica molecular, donde el potencial de interacciéon no
depende de la velocidad de las particulas (U = U(r1,...,7r~N), podemos integrar la
parte del espacio fase de los momentos de la siguiente forma:

1 3N ; 3N 1 3N 3N
(Ex+U)<E U<LE E<E-U

([ 2mm N/ 1 / 4N (B — U)*N/? (15.9)
T\ A2 I'y(3N/2+1)N! ’ ’
U<E

donde I'y es la funciéon gamma. Esta tltima expresién la podemos reescribir utilizando
la funcién escalén (©) como:

2mm \ *V/2 1 3N 3N/2
F(E):< 3 ) m/dr (E-U)*N?Q(E-U). (15.10)

Derivando esta expresion resulta sencillo obtener la densidad de estados utilizando la
propiedad de la funcién escalén (dO(z)/dz = 6(z)):

o= (57) " g [ e v

+/dr3N (E—-U)N?*"1s(E-U)| .
(15.11)

El segundo término de la suma se anula ya que [ f(z)d(z — zo)dz = f(zo) y por lo
tanto

wm\ *N/? 3N 3N/2—1
9(E) = (2h2 ) W/dr (E-UPN*reE-U). (1512

Utilizando estos resultados es posible obtener la temperatura del sistema como:

1 (05 ([ 0kpIn(T(E)) _ kn
7= (TE)NV - (T)w = r(m?E (1513
_I(E)
ksT = o(B)’ (15.14)
1 2mm \ 22 1 3N 3N/2
kBT‘@(?) savarom | o E- v eE )
(15.15)

Se puede demostrar, mediante un proceso similar al presentado en este apartado, que
el valor medio de una magnitud A que solo depende de la posicién de las particulas
puede escribirse como:

1 2mm 3N/2 1 N N
W= 5B ( h? ) Ff(3N/2—|—1)N!/dr A(r) (BE=U)2 (B - U).
(15.16)
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Por lo tanto, podemos reemplazar la Ec. (15.15) para obtener:

2 2

recuperando un resultado equivalente al obtenido por el teorema de equiparticion de

la energia en la colectividad canénica.
Podemos seguir un proceso similar para obtener la capacidad calorifica del sistema

(€] oF oT
1
o=(57),,~ &= (5),, (o1

Partiendo del resultado de la Ec. (15.15) podemos ver que

<8F(E) 1 I(E) 8g(E))

E)  g(E)? O

(1 - kBT% 89(E)> . (15.19)

Es posible evaluar la ultima parte de la ecuacion de la siguiente manera:

1 0g9(E) _
g(E) OB
1 2rm \ N2 1 0 3N 3N/2-1
:@(7> W@/dr (E-U)*N*"to(E -U)
1 2mm N/ 3N/2 -1 3N 3N/2-2
:@<h2) W/dr (E-U)**2e(E-U)
:(%_1)<(E_U)_1>Z(TN—1) (BZ'). (15.20)

Por lo tanto, la capacidad calorifica del sistema resulta

Cy, =ksp {1 - (% - 1) kBT<Ekl>:|1

=kp {1 - (1 — 3%) (Ex) <Ekl>]1. (15.21)

Noétese que en el caso en el que las particulas no interactiien entre si, £ = Ejy = cte.,
y por lo tanto (Ex) = 1/ <Ek_1>, lo cual recupera el resultado para un gas ideal de
C, = %kg.

Finalmente, vamos a ver como podemos obtener la presiéon del sistema. Para ello
vamos a partir del resultado de la expansién del virial de la presién que vimos en el

capitulo de gases reales:
p— NkeT _ <8U>. (15.22)

\% ov
Podemos ver que la presion depende de cémo varia la energia del sistema cuando éste
varia en volumen. Esto no se puede resolver para un potencial de interaccién genérico,
pero es posible para el caso en el que el potencial es suma de potenciales pares, es

decir cuando:
U(r) =Y ulry). (15.23)

2%
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Para este caso podemos evaluar OU/9V de la siguiente manera:
Au(riz) 87”” ((97“13
Z s oV Zf“ (15.24)

donde fi; es la fuerza que aplica la particula ¢ sobre la particula j. Para evaluar como
varfan las distancias interparticulares r;; cuando varia el volumen, vamos a suponer
que trabajamos con un volumen de simulacién ortorrémbico (es decir, los vectores que
definen el espacio forman dngulos de 90° entre si). Sobre este volumen vamos a realizar
una compresién de forma que se conserven las proporciones entre los 3 lados de la
caja. De esta forma la relacién L, = Ly, /o = L. /8, con «, 3 constantes se conservard
en todo momento. La distancia entre dos particulas ¢, j podemos expresarla como:

Tij = ma + Tym + Tzu (15.25)

Para realizar la derivada, lo mas sencillo es reexpresar las coordenadas del sistema
en funcién de coordenadas fraccionarias relativas a las dimensiones de la caja 7vi; =
r~ij/L~, donde «y es cualquiera de las direcciones del espacio. Estas coordenadas son
invariantes frente a variaciones del volumen como la propuesta. De esta forma nos
queda:

25 2 2 252 =2 252 252
Tij _\/L T2ij + Ly yij + Lir T2ij = =Le \/Tacij +a Tyij + Tzij

1/3
(v / \/ +a?7, 4 5272 (15.26)
O[ﬁ xij 213"

Expresado de esta forma todo lo que estd dentro de la raiz es independiente del
volumen, por lo que podemos derivar directamente:

Orij 1 1 1 =2 252 22
v 3 (VQOéﬁ) \/T“j Tyt B Tzij

1 Li 1/3
:7(W) \/’3‘3—’_&22 +52 Tzij

2 72
3v\/L2 xij +L% yij +L2 zz]

15.2
3v (15.20)

Por lo tanto, finalmente, podemos expresar la presién del sistema como:

P= NkBT Zf”r”, (15.28)

expresién que es facilmente computable a partir de los resultados de simulacién por
dindmica molecular.

15.3. Dinamica molecular en la colectividad ca-
nénica
En general no estamos interesados en la simulacién en la colectividad NVE, ya que

la mayoria de sistemas reales estidn de alguna forma conectados a un termostato. Por
lo tanto nos interesa realizar la simulacién en la colectividad candnica, o NVT en el
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argot de simulaciéon. Es cierto que, para un ntimero de particulas relativamente grande,
los resultados de una simulacién NVE con temperatura promedio 7' reproducira las
mismas propiedades que una simulacién NVT a la misma temperatura. Sin embargo,
como no es posible determinar a priori cual serd la temperatura promedio de una
simulacion NVE, simular una temperatura en concreto conllevaria realizar multiples
simulaciones a diferentes energias para poder ajustar la temperatura.

La forma en la que se realizan simulaciones a una temperatura prefijada es aco-
plando el sistema a un termostato. Estos termostatos generalmente actian sobre las
velocidades de las particulas con el fin de obtener una distribucién que encaje con
la distribucién de Maxwell-Boltzmann para la temperatura objetivo. A continuacién
vamos a introducir algunos de los méas usados asi como su tratamiento estadistico.

15.3.1. Termostato Berendsen

Este termostato fue uno de los primeros termostatos en ser desarrollado y fue am-
pliamente usado debido a la sencillez de su implementacién (Berendsen et al. (1984)).
En este termostato se acopla el sistema a un bano térmico. Este bafio térmico actuaria
como una perturbacién aleatoria sobre cada particula del sistema. Sin embargo, en
vez de simular la interaccién de la perturbacién con cada dtomo, lo cual conllevaria
que el momento lineal no se conservara, se calcula la interaccién promedio con el total
del sistema.

Para ello suponemos que cada atomo tiene una dindmica de Langevin, es decir,
una dindmica con un término estocéastico como los tratados en el apéndice B:

dvi
dt

donde ~v; es un coeficiente de rozamiento y R;(t) es una variable aleatoria que sigue
una distribucién de probabilidad con media 0 y varianza 2m;~v;kgTo, siendo Tp la
temperatura del bano termostatico. De aqui en adelante supondremos que ; es el
mismo para todos los dtomos y toma el valor . Estas ecuaciones del movimiento
producirdn un cambio en la velocidad de cada particula entre dos instantes temporales
consecutivos de valor

1 t+AL / ’ / ’
o /t dt’ [Fi(t') — miyvi(t') + Ri(t')]

1 t+At t+At t+At
U dt' Fy(t) —/ dt’mwm(t’)Jr/ dt’Ri(t')}. (15.30)
t t t

Avi (At) =

mq

Integrando los términos dependientes de las fuerzas y las velocidades tenemos:

t+ At
Av;(At) = {miAvpi(At)—mmAr,-(At)—F / dt/Ri(t’)} , (15.31)
t

m;
donde Avp;(At) se corresponde con el aumento en la velocidad debido al poten-

cial inter-particular. Podemos escribir la derivada de la energia cinética del sistema
acoplado al bafo térmico como

3N

K _ b . (AEN? — .2
oA oA ;mz [(vi + Awi(AD)" - vi7]
3N
p— 7. - . . . . 2
= lim ; mi [viAv; (At) + Avi(At)?] . (15.32)
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Sustituyendo los valores de la Ec. (15.31) se obtiene

dK m; Avp; , , ATZ(At) , 1 ./H-At A
dt AtA02Z|: Vi — My7y At Uz"‘At’Uz . dt Rl(t)

Avp; Avp Avp; [THA

i A i % @ A i ! i !
+ Ay Avri m’yA ri(At) +m At J, dt' R;(t)
L Ari(AY) _Ari(A) /t+m P
+ myy Al Ari(At) — myy Az t dt'Ri(t")
1 [tHAt pt+At
/ / dt/dt”Ri(t’)Ri(t")} ) (15.33)
mi Jy t
Utilizando ahora que, por definicién,
, miAUFZ'(At) _ , L, ) _
Aliri}o S VA F;, Alir_r}O Avpi(At) =0, (15.34)
, AT’Z(At) _
Aimy = Ay v dim ArdAn) = (15.35)
podemos reducir la Ec. (15.33) a
3N t+At
ag _ .. 1 . o1 R4
ot A S S {F’”l v+ AtU’/ dt Ra(t)
t+At t+At t+At
fmmvi/ dt'Ri( / / dt'dt" Ri(t)Ri(t")] .
t
(15.36)

Utilizando, finalmente, que R;(t) no esta correlacionada ni con las posiciones ni con
las velocidades de particulas, y que, por definicién, tiene una varianza de 2m;vkgTo,
obtenemos que la variacién de la energia cinética por unidad de tiempo es

3N
dK ZUZF + 2y <—kBT0 - K) (15.37)

Podemos ver que el primero es el término de variaciéon de energia debido a las inter-
acciones del potencial inter-particular mientras que el segundo es el término debido
al contacto con el bano termostatico. Por lo tanto, la variacién de la temperatura

debida al termostato sera T

i 29(To—T). (15.38)
Una vez tenemos este resultado para el efecto causado por el bafio sobre cada dtomo
podemos intentar replicar ese mismo resultado sin tener que introducir un término

aleatorio. Para ello es facil ver que la siguiente dindmica

my; CZ; = Fi — myy (% — 1) Vi, (1539)
tendréa la misma evoluciéon en temperatura que la dindmica que actiia sobre cada
atomo de forma aleatoria. Esta dindmica puede resolverse a primer orden como un
factor de escala que actia sobre las velocidades de las particulas. De esta forma, en
cada paso temporal calcularemos la temperatura actual del sistema y multiplicaremos
las velocidades por un factor

1/2
A= {1+§ (%—1)] , (15.40)
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donde 7 es el tiempo de relajacién del termostato. Este termostato tiene una imple-
mentacién préactica muy sencilla y por ello su adopcién fue bastante generalizada.
Sin embargo, este termostato no reproduce correctamente la colectividad canénica,
ya que no estd obligado a seguir de forma estricta la distribucién de Boltzmann. Co-
mo es sabido, las fluctuaciones relativas de la energia en la colectividad candnica son
~1/ V/N. Por lo tanto, para sistemas de pocas particulas, la ausencia de fluctuacio-
nes de la energia cinética es especialmente relevante haciendo que este termostato no
reproduzca correctamente sus propiedades.

15.3.2. Termostato V-Rescale

El termostato V-Rescale (Bussi et al. (2007)) es una alternativa al termostato
Berendsen que reproduce de forma correcta la distribucién canénica. La idea funda-
mental detrds de este termostato es similar a la del termostato Berendsen. Dada una
energia cinética (temperatura) objetivo K = N; /283, aplicaremos un factor de escala
a las velocidades, que modifique su energia para que se acerque a la energia objetivo.
La diferencia con el termostato Berendsen, es que en este caso, la energia cinética
objetivo, en vez de una constante, serd obtenida de la distribucién canénica. De es-
ta forma garantizamos que el sistema reproduzca de forma correcta la distribucién
candnica.

Para escoger esta energia cinética objetivo utilizaremos un proceso estocéastico que
reproduzca la distribucién candénica. Como puede verse en B.3.1, los procesos activa-
dos térmicamente (que siguen la distribucién de Boltzmann) pueden ser modelados
mediante un proceso de Wiener. Este tipo de procesos estdn ademds regidos por la
ecuacién de Fokker-Planck. Ademés, hemos visto que para distribuciones estacionarias
(como es la distribucién de Boltzmann, ya que no cambia con el tiempo) existe una
solucién general que describe la evoluciéon de una magnitud bajo estas condiciones.

dz(t) = [B(z)alOgéf =) | 610%5 (z))B(z)} dt + /2B(z)dW, (15.41)

donde z es la magnitud que queremos observar, P(z) es la distribucién que queremos
seguir, B(z) es una funcién arbitraria y dW es un proceso estocastico de Wiener. En
este caso, se pretende obtener la evolucién de la energia cinética y por lo tanto

dK = {B(K)aloga(};(K)) + alog(aB;(K))B(K)] dt + /2B(2)dW.  (15.42)

Para obtener P(K) debemos usar que estamos en la distribucién canénica y, por lo
tanto,

P(K)dK x g(K)e PKdK = g(K)e NtX/2K (15.43)

donde g(K) es la densidad de estados de energia K. El valor de g(K) para este caso es
el de Ny grados de libertad desacoplados en una caja y, por lo tanto, se corresponde
con el de una particula libre en una caja Ny—dimensional. Por lo tanto,

P(K)dK o« KN1/27 1" NiK/2K g (15.44)
Llevando esta distribucién a la Ec. (15.42) obtenemos

N;B(K)

_ 7 B(K)  0B(K)
dK = K (K-K) - < vt |t V2B(K)dWw. (15.45)
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Se podria construir un termostato con cualquier funcién B(K), y solo afectaria a la
velocidad a que llegamos a la temperatura de equilibrio. De forma arbitraria se escoge

la siguiente funcién -
2KK
B(K) = , 15.46
(K) =3~ (15.46)
lo cual proporciona una expresién relacionada con la media geométrica de la tempe-
ratura actual y la objetivo dividida entre un factor 7 que regularé la velocidad a la
que llegamos al equilibrio. Metiendo esta forma funcional en la Ec. (15.45) obtenemos

directamente la dindmica de la energia cinética

- dt KK
dK = (K — K) - +21/N—deW. (15.47)

Podemos ver cémo esta ecuacién tiene un término determinista, que coincide con
el del termostato de Berendsen y un termino estocastico. Ademés, cuando K y K
son muy diferentes podemos ver como el término determinista domina sobre el es-
tocédstico, mientras que una vez se ha alcanzado la temperatura objetivo, el término
estocdstico comienza a dominar y se recuperan las fluctuaciones de energia cinética
caracteristicas de la colectividad candnica y que el termostato de Berendsen no es
capaz de reproducir.

Para obtener el factor de escala, podemos integrar la expresién a primer orden,
con un paso temporal At y obtenemos:

AK = (K — K) % +2 %W(At). (15.48)
f

A partir de aqui es sencillo obtener el factor de escala de la energia cinética

W(At), (15.49)

AK (K At K
T\K

— 1) =42

K - T &N,
y, por lo, tanto el factor A que multiplica a las velocidades es
1/2

K At K
1+ <? - 1) — +2 KNfTW(At)} , (15.50)

A=

donde otra vez podemos comprobar que es idéntico al de Berendsen excepto por la
contribucién estocéstica.

Comparada con la colectividad NVE, el cdlculo de propiedades termodindmicas en
la colectividad NVT es mucho més sencilla. De hecho, podemos utilizar directamente
las expresiones obtenidas en los primeros capitulos de este libro. Las propiedades més
interesantes que podemos calcular son:

= Energia del sistema. La energia del sistema podemos obtenerla directamente
como el promedio de todas las configuraciones obtenidas durante la simulacién.

(E) = % XT: ALE(1). (15.51)

= Capacidad calorifica. La capacidad calorifica a volumen constante puede obte-
nerse de forma sencilla a partir de las fluctuaciones de la energia del sistema,
tal y como hemos visto en capitulos anteriores.

1

v = 1 (E?) - (E)?). (15.52)
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= Presién. La presion la podemos calcular de la misma forma que en la colectivi-
dad microcanénica.

NksT
P= ‘f’ = firij. (15.53)
i

15.4. Ejercicios relacionados

Ejercicio 15.1:

Demuéstrese la Ec. (15.16).
Ejercicio 15.2:

Demostrar que la ecuacién del movimiento (15.39) conlleva la misma evolucién
de la temperatura que la Ec. (15.38).

15.5. Lecturas complementarias
s Tuckerman, M. (2010). Statistical Mechanics: Theory and Molecular Simula-
tion. Oxford Graduate Texts. OUP Oxford.

s Allen, M., & Tildesley, D. (2017). Computer Simulation of Liquids. Oxford
science publications. Oxford University Press.






Capitulo 16

Simulaciéon por el método
del funcional de la densidad

Es este capitulo introduciremos los denominados métodos de simulacién ab initio.
Este término fue introducido por Robert Parr y colaboradores en un estudio semi-
empirico sobre los estados excitados del benceno, e indica célculos “desde primeros
principios”, i.e., las unicas entradas utilizadas en estos célculos ab initio son cons-
tantes fisicas. Estos métodos intentan resolver la ecuacién de Schrédinger dadas las
posiciones de los nicleos y el nimero de electrones del sistema para suministrar infor-
macién sobre densidades electrénicas, energias y otras propiedades del mismo. Estas
técnicas han permitido a los quimicos tedricos resolver una enorme cantidad y varie-
dad de problemas, lo que llevé a la concesién del premio Nobel a John Pople y Walter
Kohn.

Comenzaremos con el tipo mdas simple de céalculo de estructura electrénica ab
initio, el denominado método de Hartree-Fock (HF), en el que no se tiene en cuenta
la repulsién instantdnea coulombiana electrén-electron, sino tinicamente su efecto
promediado, lo que la confirma como una teoria de campo medio. Se trata de un
procedimiento variacional, por lo que las energias aproximadas obtenidas, expresadas
en términos de la funcién de onda del sistema, seran siempre mayores o iguales que
su valor exacto y tienden a un valor limite llamado limite de Hartree-Fock a medida
que aumenta el tamaifio de la base. Existen otros muchos métodos que corrigen un
calculo de Hartree-Fock introduciendo las repulsiones o correlaciones electrénicas.
Estos métodos, conocidos como post Hartree-Fock incluyen, entre otros, la teoria de
perturbacién de Mgller-Plesset (MPn) y la teoria de clusters acoplados (CC).

Posteriormente se tratard la teoria del funcional de la densidad (DFT), que pro-
porciona principalmente una buena descripcion de la estructura electrénica, tratando,
por lo tanto, escalas de longitud del orden de las de un enlace quimico, es decir <10~°
metros, y con escalas de tiempo del orden de las caracteristicas de las vibraciones até-
micas, es decir, <1072 segundos.

16.1. Método de Hartree-Fock

El problema considerado para la introduccién de este método es el de las propie-
dades electronicas de un material. El hamiltoniano para M ntcleos y N electrones

397
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que interactiian mediante interacciones coulombianas es:

ay— M ZaZs o M 1 o2
AZM;AMEORAB Z 2Ma A
N M N—-1 N (16'1)
1
-2.5Vi Z Z +2 Z .
=1 1 A= =1 5>t

donde Ra representa la posicién del niucleo A y 7; la del electrén i-ésimo. Asi, la
ecuacién de Schrodinger,
7{@ = Etot(I), (162)

conduce a autoestados del sistema de la forma, ® ({Ra},{r:},{o:}). Utilizando la
aproximacién de Born-Oppenheimer (como sabemos un caso particular de la aproxi-
macién adiabdtica) podemos desacoplar el hamiltoniano anterior de la forma:

2 ZAZB l
H=H.+e ZZ fZ—vA, (16.3)

A=1B>A

donde la parte electrénica del hamiltoniano . contiene un término correspondiente
a la accién de un campo externo que se puede expresar por un potencial fijo, U(r). Si
se trata de un sistema atémico, este potencial U es el del niicleo, mientras que en un
material (como en este caso) puede ser el potencial (periddico en un cristal) creado
por los ntucleos de la red:

U =-33" Za (16.4)

Una vez desacoplados de los niicleos atéomicos, el hamiltoniano para el sistema de N
electrones es, por lo tanto,

2 2
Dp; e 1
Ho = e ; — N 16.
j (2m+U(m))+8mO;m_m| (16.5)

y los autoestados del sistema, dado un conjunto de posiciones moleculares {Ra},
pueden expresarse de la forma:

®({Ra};{ri}, {oi}) = ®c {Ra};{ri}, {oi}) Do ({Ra}). (16.6)

En particular, el estado fundamental es aquel que, entre todas las posibles funciones
de onda normalizadas, minimiza

Eror = (2| H[D) . (16.7)

El autoestado con la segunda energia mas baja se puede obtener minimizando Fiot
bajo la restriccién de que la funcién de onda sea ortogonal a la del estado fundamental,
y asi sucesivamente.

El hamiltoniano (16.5) es valido para interacciones electrénicas no relativistas,
lo que constituye el caso general en la teoria de materiales, y proporciona el punto
de partida riguroso para el cdlculo de las propiedades de sistemas multielectrénicos
en estas condiciones. No obstante, salvo en sistemas formados por un nimero muy
pequenio de electrones, la soluciéon de este hamiltoniano es excesivamente compleja y
deben realizarse aproximaciones que, generalmente, tratan de producir un hamilto-
niano de campo medio para electrones independientes con precisién suficiente. En este
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sentido, una aproximacién particularmente importante es la debida a Hartree (1928),
en la que el potencial interelectréonico se sustituye por una interaccién efectiva creada
por el movimiento de otros electrones:

He = Z <% + U(rj)) + Vu(r), (16.8)

donde el potencial de Hartree, Vi (), estd dado en funcién de la densidad electrénica
n(r) como

Vi (r) :62/%;),‘dr /, (16.9)

y para cuya solucién se considera usualmente que n(r) es la densidad total de electro-
nes, incluyendo la contribucién del propio electrén cuya funcién de onda se calcula.
Esta puede resultar despreciable, como en el calculo de las bandas de un sélido -donde
contribuye un término de orden O(1/N)-, pero si debe sustraerse se puede hacer de
la forma ny(r) = n(r) — |[¥a(r)|>.

Esta aproximacién fue completada posteriormente por Fock (1930), quien corrige
el hecho de que la aproximacion de Hartree no considera el hecho de que los electrones
son fermiones y, por lo tanto, desprecia una importante contribucién derivada de la
antisimetria de la funcién de onda del sistema, lo que actualmente se denomina inter-
cambio. Esta propiedad, procedente del teorema spin-estadistica de la teoria cuantica
de campos, implica que estados con dos electrones en el mismo estado cuantico deben
tener probabilidad nula. Al tener esto en cuenta se obtiene la conocida aproximacién
de Hartree-Fock, segun la cual:

VA)oa(r) = (U@) + Vi (r) dalr) + D o0 Vax (r)ihar (1),
~

Vav = —€° Mdr’ (16.10)

donde o y ¢’ representan el estado de spin de los electrones A y )/, respectivamente
(esto en la practica restringe la suma a electrones de spin paralelo). El término adi-
cional, que convierte a la ecuacién de Schrodinger en una ecuacién integrodiferencial
nolineal y multidimensional de muy compleja solucién, da lugar a una repulsién entre
electrones con spines idénticos, de modo que cada electréon puede entenderse como
rodeado de un “hueco” que evitan los electrones de idéntico estado de spin.



16.1 Método de Hartree-Fock 400

Ejemplo 16.1

~ En el caso de un gas de electrones homogéneo en la base de ondas planas, ¥ (r) =
e*" el término de intercambio fue calculado por Mahan (1990) como

1 e?
Y. (k) = _Vznkﬂw, (16.11)
q

donde V es el volumen del sistema y ng el niimero de ocupacién del orbital k. Pasando
la suma a una integral, se puede obtener la autoenergia de intercambio

2
k
Se(k) = —ES(k/kr),
2
S(y) = 7(1+12yy ln‘%). (16.12)

La autoenergia del sistema de electrones, por otra parte es:

1
3e%kp
E, = -— e (16.13)

Ademas, como destacan Mahan & Subbaswamy (2013), la resolucién de esta ecua-
cién proporciona autofunciones y energias que son compatibles con dtomos demasia-
do grandes y energfas demasiado pequenas. Wigner (1938) introduce un término de
energia de correlacién para englobar los términos adicionales a los de Hartree-Fock
asociados a las interacciones entre los electrones, lo que suministra una autoenergia
por electrén X.(k), que promediada sobre el estado de todos los electrones del sistema,
conduce a la contribucién de la correlacion a los niveles del sistema E.. En palabras
de Mahan & Subbaswamy (2013):

“The many-electron problem can now be stated in a simple way. The Hamiltonian
for N electrons is solved by first deriving and then solving a differential equation
for each occupied electron orbital. This differential equation has the appearance of a
Schrédinger equation, with an effective potential. The effective potential must include
the effects of exchange and correlation.”

Slater introdujo una forma aproximada de tener en cuenta los efectos del intercam-
bio en un potencial, V,(r), que define la energia electrénica debida a la antisimetria
de la funcién de onda total del sistema de N electrones, a partir de la expresién de
la autoenergia del gas homogéneo de electrones libres, Ec. (16.13), y de la energia de
Fermi construida con la densidad electrénica real, n(r), en el marco de la teorfa de
Thomas-Fermi, i.e.,

Ve = —afhr _ fa62[3”2”(’")]1/3, (16.14)
m T
de modo que la ecuacién de Schrédinger se escribe como

ﬁVQ + U('f’) + Vi (7') + Vx(r):| 1/})\ = 6)\w>\7

—alagn(r)]'?,

> mala(r)?, (16.15)

=~

—
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=
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donde n es el nimero de ocupacién del orbital ¢5. Slater supuso que a=3/2, pero se
utilizé la variacion del pardmetro a para mejorar las predicciones de estos calculos,
lo que otorga un cierto aire de arbitrariedad al potencial V.

En resumen, el método de Hartree-Fock se usa para la resolucién aproximada
de la ecuacién de Schrodinger de un sistema multielectrénico. Dada la naturaleza no
lineal del sistema de ecuaciones integro-diferenciales acopladas definidas por el sistema
(16.10) es necesaria la utilizacién de técnicas numéricas de iteracién, lo que conduce
a que se conozca como método de campo autoconsistente. El método de resolucion
de las ecuaciones de Hartree-Fock se basa en cinco simplificaciones principales:

1. La aproximacién Born-Oppenheimer, que desacopla la dindmica nuclear de la
electronica.

2. La no consideracién de efectos relativistas.

3. La solucién variacional de la funcién de onda se supone que es una combinacion
lineal de una base formada por un ntimero finito de funciones, que generalmente
(pero no siempre) se eligen para ser ortogonales. Se supone que el conjunto de
bases finitas es aproximadamente completo.®

4. Se supone que cada funcién propia se puede describir mediante un solo determi-
nante de Slater, un producto antisimétrico de funciones de onda de un electrén
(es decir, de orbitales), que introduciremos a continuacién.

5. La aproximacién de campo medio implicita en el método. Estrictamente, el
método solamente desprecia los efectos de correlacién procedentes de la inter-
accion coulombiana, dado que los procedentes de correlaciones debidas a la
necesaria antisimetria de las funciones de onda estdn (aunque sea aproxima-
damente) contenidas en el funcional de intercambio. Asimismo, este método
tampoco describe bien las interacciones de van der Waals.

La relajacion de las dos tltimas aproximaciones da lugar a muchos de los llamados
métodos post-Hartree-Fock. Como hemos dicho, en el método de Hartree-Fock, la
primera aproximacién utilizada es tratar cada electrén interactuando por separado
con una distribucién promedio de los otros electrones (campo medio). Para la solucién
se eligen funciones electrénicas basadas en las soluciones del 4tomo de hidrégeno, que
son exactas, para un electréon en los orbitales atémicos de un atomo de hidrégeno.
Por lo tanto, podemos considerar para la solucion de las ecuaciones de Hartree-Fock
(16.10) un producto de funciones de onda monoelectrénicas 1 (r) que interactian con
un campo medio de todos los demés electrones

W(r) = 1(ri)d2(r2)¢s(rs)... = sz(h) ) (16.16)

aunque, naturalmente, sélo nos sirvan este tipo de combinaciones cuando tengan la
(anti)simetria correcta, lo que se garantiza si se construye un determinante de Slater:

<1>\II(T1,...,TN) = <T‘1,...,7‘N“~If>
Pi(r)  ga(r) ... o (r)

1 |¥(r2)  2(r2) ... Pn(r2)
VvNT| : - :
Y1(ry) Y2(rn) ... YN (TN)

(16.17)

1Véase e.g., https://www.basissetexchange.org/
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Esto significa que podemos escribir un conjunto de ecuaciones para las funciones de
onda de un electrén,

ZA

- A — i i(ri) = i Wi .

[RIED DRI FYEED RN
i A, J

donde el potencial de Hartree-Fock, como vimos anteriormente, incluye la repulsién

coulombiana entre los electrones y el término de canje debido a la indistinguibilidad

de electrones del mismo spin que reduce la energia del sistema

vpr(il) = ZP%-%]

S |2 [vit v - [vie) Lutaar. a6

Habitualmente, los otros dos términos de la Ec. (16.18) se agrupan bajo la denomina-
cién Heore, ya que contienen las contribuciones cinética y potencial del sistema aislado,
lo que nos permite reescribir las ecuaciones de Hartree-Fock (o de Pople-Nesbet) de
la forma:

|:Hcore + Z (2\73 — 7‘[]):| wz(n) = Z Eijlﬂ(’m) = f{(ﬂl = 6{(&1 (16.20)

Ahora es necesario escribir las funciones de ondas monoelectrénicas de estos electrones
promediados de manera que se encuentren deslocalizados en el conjunto del sistema,
i.e., que ocupen orbitales moleculares (teorfa del orbital molecular). La forma mds
comin de conseguir esto es utilizar orbitales de &tomo de hidrégeno, ¢;(r), centrados
en la posicién de cada uno de los electrones como base de los orbitales ¥;(r), de tal
modo que cada uno de estos se escriba como combinacién lineal de orbitales atémicos
(LCAO, por sus siglas en inglés)

bi(ri) =Y erd(rs). (16.21)

Teniendo en cuenta el principio variacional, esta aproximacién incrementara la energia
del sistema y podra mejorarse optimizando los pardmetros cy.

Inicialmente las bases que se usan para el desarrollo son orbitales tipo Slater (STO)
que proporcionan soluciones exactas para el dtomo de hidrégeno y muy adecuadas
para muchas moléculas, y orbitales de tipo gaussiano (GTOs) que reducen el coste
computacional desarrollando los STO en sumas de gaussianas contraidas (CGF):

<3 1/2
() = <;) e ¢"  Slater primer orbital
S?;f)c(m, y,z) = Nz%’z°%¢ " N = normalizacién; L = a+b+c
3/4
GF r _ 2£ €7a7'2
¢ 7r
6w yz) = Natybete ™
SToma(@,y,2) = D dedi (2,9,2) (16.22)
4SS,
k=1

La implementacion préactica de este método implica el uso de funciones de onda
multielectrénicas y la resolucién de un complejo procedimiento iterativo, que va més
alld de los limites de esta obra y para lo lo que se refiere al lector a algiin manual
especializado.
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16.2. Teoria de Kohn-Sham. Aproximacion de
densidad local

En el capitulo 7 tratamos la teoria del funcional de la densidad, que se completara
en esta seccién con las contribuciones que componen la denominada teoria de Kohn-
Sham. La aportacién principal de ésta, sin duda el segundo resultado mas importante
a la teoria hoy denominada DFT tras la de los teoremas de Hohenberg-Kohn, es la
construccion de una nueva y mejorada expresiéon para la energia cinética y de un
término de intercambio y correlacién, E.[n(r)], que se afiaden a los términos de
potencial exterior y de Hartree, de modo que la Ec. (7.86) queda como

(ri)n(r2)

Eg :T+/drn(r)U(r)+/dr1dr2nlr | + Eze. (16.23)
1— 72

En cuanto al primero de ellos, Khon y Sham propusieron simplemente usar la des-
cripcién de autofunciones

N
T = /erVw;(r)ij(r), (16.24)

y para el término de intercambio y correlacién, F., al modo de Slater en el método
Xa, usaron la generalizacién del término correspondiente al gas ideal de electrones
con una densidad homogénea

By = / drnoese(no) = Buon(r)] = / drn(r)eson(r), (16.25)

que es un funcional tnicamente de la densidad local de particulas, lo que da lugar
al nombre (por sus siglas en inglés) LDA. Se espera que para densidades que varfan
lentamente en el espacio esta aproximaciéon sea muy adecuada, aunque en la practica
parece ser adecuada incluso en situaciones en las que varian con cierta rapidez. No
obstante tiene tendencia a favorecer sistemas demasiado homogéneos y ligar excesi-
vamente moléculas y sélidos.

La LDA trata separadamente la energia de intercambio y la de correlacion F. =
FE. + E., de modo que los potenciales asociados también son aditivos

6FE,
Ve = n(r)’
0E.
Vo= 5 (16.26)

La energia de intercambio se obtiene generalizando al caso no uniforme el resultado
para el gas homogéneo de fermiones,

E, = /drn(r)e(r) — —%(37r2)1/3/drn(r)4/3,
Voo = 5?(&) - _% [3%n(r)] ", (16.27)

y, como de costumbre, la de correlacién es desconocida, aunque se ha simulado para
el gas de fermiones homogéneo mediante Monte Carlo cuantico y se ha aproximado
por una serie de funciones analiticas que se conocen como funcionales LDA. De este
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modo, el sistema multielectrénico con energia de interaccién electrén-electrén puede
sustituirse por un sistema de electrones independientes con un potencial efectivo:
2 /
en(r
V(r)=U(r)+ ﬁ d*r' 4+ Vxe[n](r), (16.28)
cuyo ultimo término contiene todas las interacciones multicorpusculares. Para obtener
la densidad en el estado fundamental (y por tanto sus propiedades), debemos resolver
las denominadas ecuaciones de Kohn-Sham de este sistema no interactuante auxiliar
hQ

—%Vz +U(r)+ Vu(r)+ Vzc(r)] wi(r) = eipi(r), (16.29)

lo que conduce a los orbitales moleculares ¢;(r) que reproducen la densidad del
sistema original, n(r), como

n(r) € ne(r) :Zm(mf. (16.30)

Naturalmente, en todo el proceso de variacién de la densidad (o, equivalentemente de
las autofunciones de los orbitales moleculares asociados) debe someterse a la condicién
de conservacién del nimero de particulas:

/drn('r) =N ; :;—NT =0. (16.31)

®j

La Ec. (16.29) es una ecuacién tipo Schrodinger de un sistema ficticio de electrones no
interactuantes que genera la misma densidad que el sistema de electrones reales inter-
actuantes. Naturalmente, esto recuerda los fundamentos de aproximacién de campo
medio. La funcién de onda KS es el determinante de Slater construido con las ¢;(r)
que corresponden a las soluciones de menor energia. Asi, es conveniente recordar que
las energias ¢; calculadas a partir de las ecuaciones de Kohn-Sham (16.29) no corres-
ponden a ningin tipo de niveles de energia de electrones individuales, pues estos no
existen de manera efectiva en el sistema real. Estos autovalores y sus autofunciones
asociadas son unicamente magnitudes auxiliares para calcular la densidad electréni-
ca del sistema. Las autofunciones que se obtienen de la soluciéon de la ecuacion tipo
Schrédinger en las ecuaciones no lineales de Kohn-Sham (16.29) se usan para calcular
la densidad electrénica, que a su vez se usa para recalcular los potenciales de la propia
ecuacién, y asi sucesivamente hasta obtener la convergencia.

Para la determinacién del funcional de intercambio y correlacién se suelen introdu-
cir aproximaciones analiticas que permitan el cdlculo computacional de modo sencillo,
que habitualmente se expresan en términos de la denominada escala caracteristica de
la densidad (Mahan & Subbaswamy (2013)),

%noagrg =1, (16.32)
con agp representa aqui el radio de Bohr. En términos de este pardametro la energia de
intercambio del gas de electrones libres se puede escribir como

or\ 3 1

krao = (37?2710)1/3“0:(%) s’
o 3, 3 (om\"P 1 091632
o= 2 F40 = 2 4 Ts o Ts ’

1/3
v, = -2 (9—”) 1. L2 (16.33)

™ Ts Ts
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De hecho, es en términos de este parametro que se suele expresar la energia de corre-
lacién en los célculos DFT.

Ejemplo 16.2

Cuatro funcionales de correlacién habitualmente usados pueden verse en Mahan
& Subbaswamy (2013), junto con los cdlculos que conducen a ellos:

1. Singwi-Sjolander:

0,027
. = —0,112+40,0335Inrs — ———
€ + nr 01+,
rs O€c
‘/c = c— 5
¢ 3 Ors
0,027 0,027

= —0,123+0,0335In7, — (16.34)

0,1+ 7s + (0,1 +7s)2"

2. Esquema de interpolacién de Gordon & Kim (1972): En este esquema se con-
sidera que una interpolacién entre los valores limite de alta y baja densidad de
la energia y el potencial de correlacion,

, _ 0,876 2,650 2,94 0,8 _3
'r.qhi;noo e T T + P3/2 T2 r5/2 +0(rs ),

h'm0 e = 0,0622lnrs — 0,096 4+ 0,018In7s — 0,02rs + ... (16.35)
rs—

de modo que:

e = —0,1231240,03796In s,
Ve —0,13577 4 0,03796 In 7. (16.36)

3. Funcional de intercambio y correlacién de Gunnarsson & Lundqvist (1976):
calculando la autoenergia del electrén para un gas de electrones homogéneo
y evaluandolo en una energia de Fermi dependiente de la densidad al estilo
de la aproximacién de Thomas-Fermi, Gunnarson y Lundqvist obtuvieron una
aproximacién frecuentemente utilizada en cdlculos LDA:

€ = —0,0666[(1+2)°In(l+1/z)+z/2—2>-1/3] ; z=r./114

V. = —0,06661n(1?;x). (16.37)

4. Funcional de Ceperley & Alder (1980), que emplearon métodos de MC cuéntico
para calcular la energia del estado fundamental del sistema de N particulas, lo
que, posteriormente condujo a Perdew & Zunger (1981) a la evaluacién de la
energia de correlacién en tres valores diferentes de densidad y a una interpola-
cién entre ellas de la forma:

-
€e = 14 Biy/Ts + Bars’
, v (1+ 281/ + %627;). (16.38)
(1+ Biv/Ts + Bors)

con v = —0,1423, B; = 1,0529, y B2 = 0,3334.
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Como acabamos de ver, el problema central de la DFT es la determinacién del
funcional de intercambio y correlaciéon, que de manera rigurosa no se conoce mas
que para el gas de electrones libres. La aproximacion que originalmente usaron Kohn
y Sham suponia que era un funcional dnicamente de la densidad fermidnica local
(LDA), aunque existen aproximaciones més sofisticadas, como la (local spin density
approzimation, LSDA),

B ) = [ drn(r)esc(ur, ). (16.39)

El potencial LDA es local, es decir, el valor del potencial en la posicién r depende
unicamente del valor de las densidades en esa posicién, lo que provoca una cierta
tendencia a subestimar la energia de intercambio y sobreestimar la energia de corre-
lacién. No obstante, frecuentemente los errores debidos a las partes de intercambio
y correlacién tienden a compensarse entre si hasta cierto punto, lo que explica las
buenas predicciones de esta aproximacién en muchos casos.

Para mejorar estos resultados, es frecuente introducir términos dependientes en
el gradiente de la densidad en el funcional de energia, para dar cuenta de la no
homogeneidad de la densidad real de electrones:

EchGA [nTv ny, Vng, Vni] = /drn(r)eachGA (nTv ny, Vg, V?’L‘L) (1640)

Esto permite correcciones en los funcionales de energia (y en los correspondientes
potenciales) derivadas en los cambios en la densidad lejos de la coordenada. Estas
expansiones se denominan aproximaciones de gradiente generalizadas (GGA). Una
forma tedricamente mas precisa de esta es la denominada aproximacién meta-GGA
que tiene en cuenta derivadas segundas de la densidad de fermiones:

MGGA MGGA 2 2
Eye [nT7 ny, Vg, V?’Li] = /drn(r)exc (nT7 ny, Vg, Vn,, Vong, V ni)'

(16.41)

También muy frecuentemente se utilizan los denominados funcionales hibridos

que incorporan un componente de la energia de intercambio exacta calculada a partir

de la teoria de Hartree-Fock para evaluar la energia de intercambio y correlacion. El

resto de la energia de de intercambio y correlacién procede de otras fuentes (calculo
ab initio o estimaciones empiricas).

Ejemplo 16.3

1. B3LYP (Becke, 3-parameter, Lee—Yang—Parr) es probablemente el funcional de
intercambio y correlacion més popular

E,I?CSLYP _ E)I;DA + ao (E)I({F _ E,I:DA) + aX(ESGA _ E)I:DA) + ESDA

4+ ac(ESSM — EXPYY, (16.42)

con ap = 0,20, ax = 0,72, y ac = 0,81. ESGA and ESCA son funcionales
GGA: el funcional de intercambio Becke 88 Becke (1988) y el funcional de
correlacién de Lee, Yang and Parr para B3LYP Lee et al. (1988), y ELPA e el
funcional de correlacién VWN de la LDA Vosko et al. (1980). Estos pardmetros
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fueron los obtenidos originalmente por Becke ajustando un conjunto de energias
de atomizacién, potenciales de ionizacién y afinidades proténicas, asi como
energias atémicas totales.

2. PBEO, que mezcla las energias de intercambio de Perdew-Burke-Ernzerhof
(PBE) y de Hartree-Fock (HF) en proporciones 3:1

1
B = 1B+ %EEBE + BPF, (16.43)

donde EIF en el funcional de intercambio exacto de Hartree-Fock, EFBE es el
funcional de intercambio PBE, y ELBE el de correlacién.

3. HSE El funcional de Heyd—Scuseria—Ernzerhof usa un potencial de Coulomb
apantallado para calcular la proporcién de energia de intercambio y mejorar la
eficiencia computacional en sistemas metalicos

E)(:JCPBEh _ aE}I{{F,SR(w) + (1 7 a)EfBE,SR(w) + EfBE,LR(w) + E(I;DBE, (1644)

donde a es el pardmetro de mezcla y w un pardmetro ajustable controlando la
proporcién de las interacciones de corto alcance.

Mas informacién sobre funcionales: https://en.wikipedia.org/wiki/Hybrid_
functional

16.3. Teoria del funcional de la densidad depen-
diente del tiempo

La teoria funcional de densidad dependiente del tiempo (TDDFT, por sus siglas
en inglés) es una teoria cudntica que permite el célculo de propiedades dindmicas de
sistemas de muchos cuerpos en presencia de potenciales dependientes del tiempo, co-
mo campos eléctricos o magnéticos (teorfa de la respuesta lineal y no lineal): energfas
de excitacién, propiedades de respuesta dependientes de la frecuencia y espectros de
fotoabsorcién. El desarrollo tedrico de esta rama de la teoria de la densidad funcional
es conceptualmente muy similar a la de la propia DFT, encontrando, en este caso,
su base formal en el denominado teorema de Runge-Gross, que establece que, para
sistemas de muchos cuerpos existe una correspondencia univoca entre el potencial
externo (dependiente del tiempo), U(r,t), y la densidad electrénica, n(r,t). Esto es,
del mismo modo que en el caso de la DFT los teoremas de Hohenberg-Kohn estable-
cen que toda la informacién relevante sobre las propiedades de equilibrio en estado
fundamental se encuentra contenida en la densidad electrénica, n(r), el teorema de
Runge-Gross garantiza que la informacion sobre la respuesta del sistema se encuentra
en la densidad dependiente del tiempo n(r,t).

A continuacién se construye un también esquema tipo Kohn-Sham dependiente del
tiempo para un sistema auxiliar de electrones no interactuantes sujetos a un potencial
local externo, Vi s. El teorema de Runge-Gross aplicado al sistema no interaccionante
garantiza que este potencial es unico, y se elige de tal modo que la densidad de
electrones de Kohn-Sham es la misma que la densidad del sistema acoplado original.
Estos electrones de Kohn-Sham obedecen la ecuacién de Schrédinger dependiente del
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tiempo.
_dp(r,t
m% = Hgso(r,t),
Hks = —h—zv%rv [n(r,t)]
KS = m KS )
2
- —;—mVZJrU(r,t)+VH[n}(T,t)+Vzc[n](T7t)7 (16.45)

donde, obviamente,
n(r',t)
v — |’

Vi [n](r,t) = /dr/ (16.46)
y, como de costumbre, Vy.[n](r,t) contiene todos los efectos no triviales de muchos
cuerpos, y tiene una dependencia funcional extremadamente compleja, no local y
dependiente del tiempo de la densidad, esencialmente desconocida, i.e., dependiente
del instante ¢ y la posiciéon r en todas las posiciones y todos los instantes anteriores, lo
que garantiza la causalidad. No obstante, una mayor profundizacién en este problema
se encuentra mas alla del alcance de esta obra.

16.4. Lecturas complementarias

» Mahan, G. D., & Subbaswamy, K. (2013). Local density theory of polarizability.
Springer Science & Business Media.



Apéndice A

Introduccion a la
estadistica matematica.

En el presente apéndice realizaremos una introduccién a la estadistica matemé-
tica, herramienta fundamental para el presente libro, comenzando desde niveles muy
elementales hasta la introduccién de la estadistica de procesos estables o el célculo
estocéstico. Todo ello nos seréd de gran utilidad en temas posteriores del presente libro.
En particular tratamos detalladamente la estadistica gaussiana, de mucha relevancia
en diversas ramas de la Fisica, con especial atencién al cdlculo de valores medios de
productos de variables gaussianas en el denominado teorema de Wick.

A.1. Introduccién a la teoria de probabilidades.

Consideremos un determinado fenémeno aleatorio cuyo espacio muestral, i.e., el
conjunto de todos los posibles sucesos aleatorios asociados a dicho fenémeno, es

Q = {A/ A suceso aleatorio posible} (A1)

Una o—algebra ¥ sobre 2 es una familia no vacia de subconjuntos de €2 que verifica
la propiedad de que el vacio pertenece a dicha familia (§ € ) y es cerrada bajo com-
plementaciones y uniones numerables de sus elementos. En virtud de las leyes de de
Morgan, es entonces cerrada también bajo intersecciones numerables (e.g. c—4&lgebra
trivial ¥ = {0, Q}).

Una medida de probabilidad en esta oc—4&lgebra es toda funcién

P: ¥— [0,1]

Ao P(A) (A-2)
que verifique los denominados axiomas de Kolmogorov,
i) 0<PA) <1, VAEeQ,
i) > PA) =1,
AeQ
iii) AiNA; =0 = P(U;4;) =Y P(4)). (A.3)
J

409
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Por su parte, la terna (2,3, P) se denomina espacio de probabilidad o espacio de
medida de probabilidad, y es un importante caso particular de espacio de medida.

Una funcién definida en X y rango rg(X), X : (Q,%,P) = rg(X) C R es una
variable aleatoria real de un espacio de probabilidad si y sélo si {A / X(A) <k} €
>V k € R. En el caso de que la funcién X pueda tomar tinicamente un ndmero
finito o infinito numerable de valores, la variable aleatoria se denomina discreta y, en
caso contrario, estamos ante una variable aleatoria continua. Obviamente, podemos
identificar las probabilidades de un suceso A del espacio muestral con la probabilidad
de que la variable aleatoria tome el valor asociado a dicho suceso, X (A) = x:

P(A) = P(X = X(A)) = P(X = ). (A.4)

La distribucién de probabilidad asociada a una variable aleatoria discreta, P(X =
z;) = P(z;), se denomina funcién de probabilidad. Por su parte, la probabilidad de
que una variable aleatoria continua tome un valor en el intervalo (z,x + dx), dp(z),
se puede escribir en términos de la funcién densidad de probabilidad, f: rg(X) — R,
de la forma dp(z) = f(x)dz. En ambos casos la probabilidad acumulada, F(z¢) =
P(X < x0), recibe el nombre de funcién de distribucién de probabilidad.*

La funcién densidad de probabilidad y la funcién de distribucién de probabilidad
verifican, entre otras, las siguientes propiedades:

1. f(z) >0, Vz € rg(X).

2. [ f(z)dz =1 (normalizacién).
rg(X)

3. P(agxgb):fbf(x)dx.

a

La funcién de distribucién de probabilidad o funcién de distribuciéon acumulativa
de probabilidad se define de la forma

xo

F(zo) = P(X < 2p) = / dp(z) = / f(@)dz, (A5)

y verifica las propiedades de ser mondétonamente creciente y limz 400 F(z) = 1;
limg—, — oo F'(z) = 0. Por su parte, el momento de la distribucién de probabilidad de
orden r respecto al punto c es:

+oo
my(c) = / f(@) (z — ¢)" dx, (A.6)

por lo que el valor esperado de la variable aleatoria® ({x)) y su varianza (s*(z)) son,

IEn lo que sigue, trabajaremos preferentemente con variables aleatorias continuas. La
transformacién de uno a otro formalismo es trivial si tenemos en consideracién que

p(zi) — dp(z) = f(z)dz,

Z — /Q dp(z).

z; EQ

2En la literatura se pueden encontrar diferentes notaciones para esta magnitud: (z), 7 etc.
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respectivamente,
“+oo
@ = mO= [ fads,
-
= male) = [ @)~ @) do. (A7)

Obviamente, el valor esperado de cualquier funcién de la variable aleatoria, A(z) se
obtiene de la forma

+oo +o0o
0@ = [ den@) = [ f@r@ds

Por su parte, la asimetria y curtosis de la distribuciéon de probabilidad de la variable
aleatoria se pueden calcular por los procedimientos usuales:

Ar = %ﬁ)m)) (coeficiente de asimetria de Fisher),
g2 < 3 platictrtica
g2 = w g2 = 3 gaussiana . (A.8)

g2 > 3 leptocurtica

Una interesante cuestion es ver cémo se transforman las distribuciones de probabi-
lidad mediante adiciones de las variables aleatorias. Sean x1 y z2 variables aleatorias
independientes con funciones de densidad asociadas fi(z1) y f2(z2), respectivamente,
vy que, como de costumbre, toman valores en toda la recta real. La funciéon de densi-
dad de probabilidad asociada a la variable y = z1+ x2 puede obtenerse a partir del
siguiente argumento. La densidad de probabilidad de que la variable aleatoria tome
el valor y sera

f(y)

f(@1,y — @1)day
Q1

“+oo
/ fi(z1) f2(y — @1)dws

= (foxf1)(v), (A.9)

que no es sino la probabilidad de que la primera variable aleatoria tome cualquiera
de sus valores posibles, =1, y, simultdneamente, la segunda tome el valor necesario
para que la suma permanezca igual al valor deseado de la variable y = x1 + z2, que
obviamente es x2 = y — x1. Hemos introducido también la operacién de convolucién
de funciones:

<h*fuw>:/?mmnay—mmm. (A.10)

Como vemos, la funcién de densidad de probabilidad asociada a la suma de dos
variables aleatorias es la convolucién de las funciones de densidad de probabilidad
de estas ultimas. Asi pues, la adicién de variables aleatorias modifica, en general, la
distribucién de probabilidad de las variables sumadas.
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A.1.1. Distribuciones multivariantes

En el caso de que analicemos simultdneamente dos o mas variables aleatorias X
e Y (que supondremos en lo que sigue continuas), podemos introducir la funcién de
densidad de probabilidad conjunta de que las variables tome simultdneamente valores
en (z,x +dx) e (y,y + dy) como

dp(z,y) = f(z,y)dzdy . (A.11)

Légicamente, la distribucién asi definida debe verificar las mismas propiedades que
cualquier otra distribucién de probabilidad (axiomas de Kolmogorov):
i) f (=, y) >0, V(z,y) € Q2 =Q(x) x Qy).
i) [f,, f(z,y)dedy = 1.

b d
iii) pla <z < bc<y<d) = fff (z,y)dzdy.

z oy
iv) F(z,y) = [ f f(@',y')dx'dy’" (funcién de distribucién acumulativa de pro-
babilidad).

—+oo +oo
v) g(z) = [ f(z,y)dy; h(y) = [ f(z,y)dz (funciones de densidad marginales).

v) Probabilidad condicionada y sucesos estadisticamente independientes. Se define
la densidad de probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor en (z, z+dz),
condicionada a que la variable aleatoria Y tome un valor en (y,y + dy) como

f(zy) = f}(:zy?) (A.12)

Anélogamente, la densidad de probabilidad de que la variable aleatoria Y tome un
valor en (y,y + dy) condicionada a que la variable aleatoria X tome un un valor en
(z,x + dx) serd

2 = J@y)
flylz) = 0@ (A.13)

Evidentemente, las correspondientes probabilidades condicionadas serdn

P(ylz) = f(ylz))dy,
P(zly) = f(z|y)de. (A.14)

Dos variables estadisticas X e Y son estadisticamente independientes si la realizacién
de la una no condiciona la de la otra, esto es si y solo si

flzly) = g(=),
flylz) = h(y), (A.15)
lo que equivale a que
[l y) = f(zly)h(y) = g(2)h(y). (A.16)

vi) Momentos de una distribucién de probabilidad multivariante. Se define el
momento de orden r, s respecto a los puntos ¢ y d de la distribucién de probabilidad

f(x,y) como:
mys(c,d) = /Qf(x,y) (z— )" (y — d)° dady . (A.17)
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Evidentemente el valor esperado y la varianza de la distribucién podemos obtenerlos
a partir de los momentos anteriores de la forma

() = mip0.d) = [ fy)adudy,
V) = mas(e0) = [ f)yddy,
2= mao((X).0) = [ @) (0= (X)) dody
F= mao(().0) = [ @) (v (v)) dady.

(A.18)

La covarianza de las variables aleatorias se obtiene a partir del momento central de
primer orden en ambas variables

cov(X,Y) = mi1((X),(Y))
- / F(@,y) (@ — (X)) (y — (V) dedy
= (X — (X)) (Y — (V). (A.19)

Esta medida caracteristica de la funcién de distribucion de probabilidad nos propor-
ciona una medida del grado de relacion lineal de ambas variables aleatorias.

v 4 Cov(X,Y) >0

&
s
<y

Figura A.1: Ejemplos de distribuciones con diferentes valores de covarianza

Evidentemente,
cov(X,Y) = (XY)-(¥) (),
cov(X,X) = (X?) - (X)) = sk,
cov(Y,Y) = (V) — (V) =s3. (A.20)

Cuando dos variables son estadisticamente independientes,

cov(X,Y)=0< (XY) = (X)(Y) . (A.21)
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Efectivamente,

(Xy) = /Qf(%y)mydwdy

/ g(x)h(y)rydzdy
Q

—+o0 —+o0

_ / g(@)ade / h(y)ydy

— o0 — o0

= (X)(Y). (A.22)

La covarianza anteriormente definida, que proporciona una medida del grado de
correlacién lineal de dos variables aleatorias, es conocida en diferentes ramas de la
Fisica con el nombre de funcién de correlaciéon de los observables asociados a las
variables o funciones aleatorias. Asi, cuando en mecdnica estadistica de particulas
interaccionantes se describe la correlacién de las posiciones de dos particulas del
sistema se usa la funcién de correlacién

gij (r,7") ~ (8(r —7:)8(r" — 1)), (A.23)

conocida como funcién de distribucién radial. Del mismo modo, cuando se preten-
de describir el grado de influencia del valor de un observable a tiempo ¢ en el de
otro a tiempo t’, concepto de importancia central en la respuesta lineal de sistemas
a perturbaciones en Mecanica Estadistica del no equilibrio, se usa una funcién de
correlacién

Cag(t,t') = (A)B(t")), (A.24)
que no es sino el momento de 6rdenes (1,1) respecto al origen (0,0) de la funcién
de distribucién de probabilidad que gobierna el valor simultdneo de los observables
Ay B. También se suele utilizar la correlacién de las fluctuaciones (o desviaciones
respecto al equilibrio) §A(t) = A(t) — (A) y 6B(t') = B(t') — (B) que no es sino

Coasn(t,t) = ((A®t) - (A)(B{E') —(B)))
= cov(A(t), B(t)). (A.25)

A.1.2. Funcién caracteristica de una distribucién de pro-
babilidad

Consideremos una variable aleatoria X que toma valores en toda la recta real
y cuya funcién de densidad de probabilidad asociada sea f(z). Se define la funcién
caracteristica de la distribucién de probabilidad como

+o0
o(k) = <e’“> = / F(2)e**dz, (A.26)

donde la integral se extiende a todos los valores posibles de la variable aleatoria (i.e.,
a todo el espacio muestral del fenémeno aleatorio).

Entre las diversas utilidades que presenta la funcién caracteristica de una dis-
tribucién de probabilidad, probablemente la mas importante de todas ellas es que
permite la obtencién de los momentos de la distribuciéon de probabilidad, ya que:

1 d"g(k =0)

X =5

(A.27)
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Efectivamente,

dkm - dk‘" f dx f ak”
—+o0

an i ) n ikx
/f o de =1 /x f(z)e" ™ dx, (A.28)

—0o0

expresion que evaluada en k=0 conduce al resultado deseado®

d"¢(k =0) n
k- / " f@)de = i (X7 (A.30)

También podriamos haber obtenido el resultado anterior teniendo en cuenta el desa-
rrollo de Taylor de la exponencial

que conduce a

oo +oo
o(k) = Z / fa)a"d
_ Z(i:!) (X" . (A.31)

Ademas, esta expresién permite reconstruir la funcién de distribucién de probabilidad
(o lo que es lo mismo su transformada de Fourier) a partir del conocimiento de sus
momentos. Légicamente, la expresion anterior tinicamente tiene sentido cuando los
momentos de érdenes elevados son suficientemente pequefios como para que la serie
sea convergente.

Para finalizar esta seccién, trataremos el importante caso de la funcién carac-
teristica de la distribuciéon de probabilidad de una suma de variables aleatorias. Ya
hemos visto en la seccion anterior que la adicién de variables aleatorias transforma la
funcién de distribucién, de tal modo que la funcién de densidad de probabilidad de
la variable resultante y = x1 4+ x2 es la convolucién de las funciones de densidad de
las variables parciales,

fy) = (fax f1)( /f1 z1) f2(y — x1)dzy . (A.32)

3De la misma forma puede probarse inmediatamente que, en el caso de una distribucién
de probabilidad multivariante, f(x),
1 9"¢(k =0)
T1T2...Tp) = —— ——————— A.29
( n) == ey Ok (A.29)
resultado que ha de tener una gran importancia cuando se estudie la teoria de campos,
donde este valor medio se conoce como funcién de Green de n puntos, funcién de n puntos
o simplemente funcién de correlacién (§ seccién A.3).
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Entonces, la funcién caracteristica asociada a la variable aleatoria resultante serd

400
(k) = <e““y>: /f(y)e““ydy

+o00 400
/ fi(@1) fa(y — m1)e™ ™12 gz dy

+oo “+oo
/fl(xl)eikzldxl/fQ(xz)eikzzdxg

¢1(k) g2 (k). (A.33)

Llegamos asi a la importante propiedad que establece que la funcién caracteristica
de la distribucién de probabilidad de una suma de variables aleatorias independientes
es el producto de las funciones caracteristicas de dichas variables aleatorias. Esto no
es mas que una consecuencia de la propiedad que establece que la transformada de
Fourier de una convolucién de funciones es el producto de transformadas de Fourier
de dichas funciones.

El resultado anterior es inmediatamente generalizable para el caso de un con-
junto de variables aleatorias independientes {x;};_,. La funcién caracteristica de la
distribucién de probabilidad de la variable resultante S = """ | x; es

n

(k) = [[ ¢:(k) & md(k) = Zln@(k). (A.34)

i=1

A.1.3. Cumulantes. Funcién generatriz de cumulantes

En ocasiones resulta 1til escribir la funcién caracteristica en términos de una
expansion de cumulantes en lugar de expandirla directamente en términos de los
momentos. Se define el cumulante de orden n de la funcién de distribucién asociada
a la variable X, ¢, (X), como

(k) = exp {Z (zs')" cn} . (A.35)

n=1

Evidentemente, si expandimos la ecuacion anterior en serie de potencias e igualamos
los coeficientes con los de la expresién (A.31) obtenemos de manera inmediata

C1 = <)(>7
c2 = <X2>—(<X))2:s§(,
s = (XY =3(X)(X*)+2((X))*.

(A.36)

La funcién generatriz de cumulantes es simplemente el logaritmo de la funcién carac-
teristica

(k)= (zs')" Cn, (A.37)
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a partir de la cual podemos obtener de manera directa

_ 1d'mg(k=0)

n = A.
c - Jkn (A.38)

Esta relacién permite unificar una gran cantidad de expresiones en Fisica, que no ha-
cen sino utilizar esta propiedad de la funcién generatriz de cumulantes. Asi, la funcién
de particién de la Mecénica Estadistica puede verse como una funcién caracteristica,
pues
_ (p,—BE A

ZN(B) =(e""7). (A.39)
Ademés, su logaritmo neperiano (i.e., esencialmente la energia libre) serfa una funcién
generatriz de cumulantes dado que

olnZn
2 _ 2 2 82111ZN
b= (B - (B =55t (A.40)

De la misma forma puede verse que la funcién de particién de la teoria cudntica de

o / D¢ exp{ [ / d*zJ(x ” (A.41)

es una funcién generatriz de cumulantes, puesto que mediante derivacién funcional es
posible obtener la funcién de Green o de correlaciéon de n puntos

G(z1, .. yzn) = (1...20) = (QT{d(z1) - - ¢(zn)}|Q)
_ | Dpg(a1) - p(xn) exp(iS[g]/h)
- J Do exp(iS[g]/h) ' (A.42)

donde T representa el producto ordenado utilizado para calcular los elementos de
la matriz S (scattering), puede obtenerse mediante la funcién generatriz Z[J] (J se
denomina en este contexto corriente), de la forma

1 s Z(J)

G(z1,...,Tn) = (fiﬁ)nz(o) 8J(x1) ... 00 (zn)

(A.43)

Asimismo, el concepto de funcién generatriz de cumulantes tiene también un gran
interés en la teorfa de fluidos cldsica, donde esté directamente conectada con la ex-
pansién de clusters de Mayer (ver. ref. Kubo (1962) para este y otros ejemplos de
aplicaciones fisicas de la expansién de cumulantes).

De la misma manera que se hizo en la seccién anterior para el caso de la funcién
caracteristica de una suma de variables independientes, podemos ver que el cumulante
de orden n de la funcién de distribucién asociada a una suma de variables aleatorias
independientes no es sino la suma de los cumulantes de orden n de las diferentes
variables. En efecto, consideremos un conjunto de variables aleatorias independientes
{X:}}_, . Dado que la funcién generatriz de cumulantes no es sino el logaritmo de la
funcién caracteristica, y usando la Ec. (A.34), tenemos que el cumulante de orden m
de la funcién de distribucién de probabilidad asociada a S =>"7 | ; es

1 d™Iln¢(k =0) 1 dm -
em(S) = ﬁ;;i(mz §1n¢,k;_o
1 (~d™Ingi(k=0)
= m (X)) - A.44
Zm dkm ZC ( )
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Como vemos, los cumulantes son aditivos para adiciones de variables aleatorias inde-
pendientes.

Como conclusién a la presente seccién mencionaremos que los momentos (o los
cumulantes) de una distribucién de probabilidad no estédn definidos de manera general.
Condicién necesaria para que se encuentre definido el momento de orden n de la
distribucién de probabilidad de una funcién de densidad de probabilidad f(z) es que

esta decaiga mas rapidamente que |z|~ "V ie. que
zl}r}[loo flx)z" =0, (A.45)
ya que, de lo contrario, la integral
+oo
mn(c) = / (z — )" f(z)dz, (A.46)

diverge. En particular, cuando tenemos una distribucién de probabilidad cuyo com-
portamiento asintético se adectia a una ley potencial4
Ax
f@) ~ —7 (A.49)

~ ‘m|1+u’

todos los momentos con n > u son infinitos. En concreto, una distribuciéon como esta
no tiene varianza finita cuando p < 2, por lo que estamos ante un proceso sin escala
caracteristica, i.e. son fendmenos que muestran una enorme variabilidad, teniendo
lugar eventos de todos los tamafios posibles. Observemos finalmente que para p <1
ni siquiera la media de la distribuciéon de probabilidad se encuentra definida.

4En la practica todas las distribuciones de escala o potenciales comtinmente empleadas
forma parte de la clase de las distribuciones subexponenciales, que son aquellas cuyas colas
decaen més lentamente que cualquier exponencial:

[1— f(x)] /e " — oo cuando z — co, Ve >0 (A.47)

Todas las distribuciones subexponenciales son de cola larga (i.e. limgz—0o P[X > x +¢|X >
z] = 1Vt > 0) aunque lo contrario no es cierto. Ademds, todas estas distribuciones son de
cola gruesa

lim e*P[X >z] =00, YA>0 (A.48)

€T —r 00

Las distribuciones potenciales son aquellas distribuciones F'(x) para las que
P(X>z)=1—-F(z) ~cz™

donde el parametro « recibe el nombre de indice de cola. Estas distribuciones presentan una
serie de propiedades de invariancia (estas distribuciones son esencialmente invariantes bajo
transformaciones como la agregacién, mezcla, maximizacién y marginalizacién) que las hacen
muy utiles para la descripcién de un gran niimero de fenémenos naturales y sociales. En efecto,
las propiedades dindmicas de muchos sistemas dependen de la evolucién de un enorme ntimero
de subsistemas acoplados entre si mediante interacciones locales. Estos sistemas suelen exhibir
comportamientos libres de escala asociados a la existencia de algin tipo de simetria a través
de los diferentes 6rdenes de magnitud en los que se registra su dindmica. Esta invariancia
de escala de los observables del sistema se describe mediante una ley potencial, ya que si
f(z) ~ =+ entonces una transformacién de escala « — 2/ = Az conlleva tnicamente

f(l‘/) ~ A7(1+a)x7(l+a)
~ AT f().
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A.1.4. Procesos estables de Lévy y teoremas limite

Como hemos visto en secciones anteriores, la adicién de variables aleatorias mo-
difica, en general, las funciones de distribucién de probabilidad, pero existe una clase
de distribuciones, las denominadas distribuciones estables, en la que esto no sucede.
Esta invariancia confiere a estas distribuciones una enorme importancia préactica y su
estudio es el objeto de esta seccién.

Diremos que {z;})_, forma un conjunto de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (iid) cuando todas ellas tengan la misma distribucién de
probabilidad, fi(xz;) = f(z) y f (wi|z;) = f(zi) Yas, z;. Por otro lado, diremos que
un proceso aleatorio® S es infinitamente divisible cuando puede representarse como
una suma de n variables iid {x;}_, de la forma:

n
Sp=> xi YneN.
i=1

Es inmediato demostrar que la funcién de distribucién de un proceso es infinitamente
divisible cuando su funcién caracteristica ®(k) puede expresarse como una potencia
de alguna funcién caracteristica, ¢(k). En efecto, de acuerdo con la Ec. (A.34)

(k) = [T o:(k) = o (k)" , (A.50)

donde hemos usado que, dado que se trata de variables iid, ¢; (k) = ¢ (k) Vi = 1...n. De
la misma forma podriamos ver que la Ec. (A.44) se simplifica, en el caso de variables
aleatorias iid, a ¢m(z) = nem(z;).

Son muchas la situaciones practicas en las que esto se produce, y como muestra
basten los siguientes ejemplos.

Figura A.2: Izquierda: Movimiento browniano. Derecha: Vuelo de Lévy.

5Notemos que es equivalente hablar de proceso y de fenémeno aleatorio, puesto que todo
fenémeno es, en el tiempo, un proceso.
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Ejemplo A.1

1. Tamafio de un objeto, que es la suma de las contribuciones de la de los tamanos
de sus constituyentes fundamentales (4tomos, moléculas, etc.), cuyo niimero puede
ser macroscépicamente grande.

Ejemplo A.2

Desplazamiento de una particula en un fluido, gobernado por las colisiones de
la particula con las moléculas del fluido que producen una probabilidad no nula de
desplazarse en un sentido u otro en cada una de las tres direcciones del espacio
(movimiento browniano). Tras n colisiones, (Fig. A.2)

n
Ar = E ;.
=1

Dados los tiempos caracteristicos de los movimientos atémicos o moleculares en el
seno del fluido, es evidente que el niimero colisiones en intervalos de tiempo del orden
de nuestro tiempo de observacién es muy grande (n — o).

Ejemplo A.3

Variacién del precio de las acciones de una compaiifa en el mercado financiero,
que tras n intervalos de cotizacién sera el resultado de lo que haya variado en cada
uno de los intervalos por separado, dY;

=1

Ejemplo A.4

Fluctuaciones de una magnitud en un sistema fisico: Consideremos por ejemplo, la
medicién de la magnitud fisica en las que las sucesivas medidas de la misma realizadas
con instrumentos de la precisién suficiente fluctiian en torno a un valor medio (masas
en una balanza, presién en un mandémetro, intensidad en un circuito...).

Las distribuciones estables o de Lévy son aquellas distribuciones de probabi-
lidad funcionalmente invariantes bajo una operacién de convolucién consigo mismas,
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lo que conlleva que al sumar dos variables aleatorias gobernadas por una misma fun-
cién de distribucién de probabilidad estable la distribucién de la variable aleatoria
resultante sea funcionalmente idéntica a la de las de entrada.® Esto implica que la
funcién caracteristica de una distribucién estable debe ser de una determinada forma
que analizaremos a continuacién. Antes de introducir estas distribuciones de manera
general, veamos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo A.5

Distribucién de Cauchy o lorentziana. Consideremos dos variables aleatorias iid,
r1 y x2, distribuidas de acuerdo con la distribucién de Cauchy

_y_1
f(x)iﬂ"'}/2+$2.
De acuerdo con la Ec. (A.50), la funcién caracteristica asociada a la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria x = x1 + x2 sera

o(k) = [ (R)]* ,
donde la funcién caracteristica de la distribucién de Cauchy es

—+oo

ikx
~ e
k) = =+ —d
¢ (k) ™ / 32 4+ x? :c

—o0

ikz
0% e
= — ¢ ——d
ﬂ?{ﬂ“rz? -

1
- %27riResz=mg(z) = %2#1‘%6 vk

= ek,
Para obtener este resultado hemos realizado una extension al plano complejo y apli-
cado el teorema de los residuos a la trayectoria cerrada con R — oo mostrada en la
Fig. A.3.

La distribuciéon de probabilidad asociada a la suma de variables aleatorias tiene
entonces una funcién caracteristica asociada

o(k) = [p (k)* = e 7", (A.51)

que corresponde nuevamente a una distribucién de Cauchy. esta vez de pardmetro
2. Efectivamente, invirtiendo la transformada de Fourier de la expresién anterior
obtendriamos sin dificultad

+oo

1 .
@) = 5 / ¢k =2 gy

—o0
2y 1
™ 4y2 + 22

6Los procesos aleatorios cuya variable asociada estd gobernada en un determinado inter-
valo infinitesimal de tiempo por una distribucién estable o de Lévy se denominan procesos
de Lévy o procesos aleatorios estables (Fig. 1.2.B).
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Alm(x)

ikp
—»- >

" —ikp

Re(x)

Figura A.3: Contorno de integracion para el calculo de la funcién caracteristica
de la distribucién de Cauchy.

Luego, la distribucién de Cauchy es una distribucién estable.

Ejemplo A.6

2. Distribucién gaussiana: Consideremos dos variables aleatorias iid, z1 y o,
distribuidas de acuerdo con la distribucién gaussiana centrada en el origen y de des-
viacién tipica o, N(0,0):

1 =2

e 202,

flx) =

2o

Nuevamente, la Ec. (A.50) conduce a una funcién caracteristica asociada a la distri-
bucién de probabilidad de la variable aleatoria x = x1 + x2

o (k) = [¢ (k)]

donde, en este caso,’

_ L[ g
o(k) = m/e e"""dx

7Se ha utilizado en la obtencién de esta funcién caracteristica la conocida integral gaus-
siana

—+o0

I = /e_(a12+b2+°)da: a>0
— 00
—+oo
b2 b/2a)2 b2 [m
I = e ‘eta /eid(gg*/a) dr =e “eda,/—
a
— 00

Observemos que la funcién caracteristica asociada a la distribucién gaussiana es funcional-
mente idéntica a la propia distribuciéon. De este hecho derivan algunas de las principales
propiedades de esta importante distribucién de probabilidad.
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Luego, la funcién caracteristica asociada a la sumas de variables z1 y x2 es
2.2
—o“k
O(k)=e ,
que corresponde a una distribucién gaussiana de desviacién tipica /20,

1 =2

f@) = e .

Concluimos, por tanto, que la distribucién gaussiana es también una distribucién
estable.

En los casos particulares anteriores hemos visto que las funciones caracteristicas de
las distribuciones lorentziana y gaussiana tienen la forma funcional

a = 1 lorentziana
a = 2 gaussiana

p(k) = e 7" (A.52)

Lévy y Khintchine demostraron que la forma funcional mas general de la funcién
caracteristica de una distribucién estable es

ipk — v |k|* [1 - ZB% tan (ga)] a#1l

In (k) =
ik — k| [1—2‘,8‘—:'%In|k|] a=1

(A.53)

donde 0 < a < 2 es un factor de escala positivo que parametriza la clase de las
distribuciones estables, u es la media de la distribucién, v > 0 es un parametro
de escala y 8 un pardmetro de asimetria en [—1,1]. En el caso de una distribucién
simétrica (8 = 0) centrada en el origen (u = 0), Ind(k) = —v|k|*, lo que explica
el resultado obtenido anteriormente para las distribuciones lorentziana y gaussiana.
Como vemos, dado que a € [0,2] C R, existe un conjunto infinito no numerable de
distribuciones estables. Estas distribuciones estables no tienen una expresion analitica
en el espacio real salvo en los siguientes casos:

—c/2zx
a)a = 1/2; =1 f(z)= U%Zw (dist. Lévy-Smirnov)

vy 1 .
= 1; 6= == ) h;
b) a ; 6=0  f(z) P (dist. Cauchy)
z2
a = 2; f(x)= LI (dist. gaussiana) (A.54)

e
V2mo

Dado que no es posible, en general, obtener la transformada de Fourier de la funcién
caracteristica para recuperar analiticamente las distribuciones estables en el espacio
real, cobra especial relevancia conocer el comportamiento asintético (Jz| — co) de
estas distribuciones. En lo que resta de la secciéon consideraremos tnicamente, sin
perdida alguna de generalidad, procesos simétricos (8 = 0) de media nula (u = 0). La
parte real de la funcién de densidad asociada a una variable aleatoria x distribuida
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de acuerdo con una distribucién estable serd entonces:
1 o
Ref(z) =Re | o~ / e "M p(k)dk

— 00

f(x)

“+oo
/cos(kx)e_wg'a dk
+o0o
cos(kz)e "1 dk. (A.55)

1
2

3=

0

Cuando v = 1 una expansion en serie vdlida para |z| — oo es

I~ (1) T(a+1) . [jra
=—= —_ — R A.56
o= =2 3 S e (1) + R, (A56)
donde I'(z) es la funcién gamma de Euler y el residuo R (|z|) ~ |z|~*" Y~ Nétese

que para a = 2 todos los términos de la suma se anulan. Por lo tanto, para o # 2
el término de mayor alcance (i.e. de menor orden en |z|) en la expansién anterior
corresponde a j=1, por lo que la expresién asintética de f(x) es

F(z) ~ F(O‘ijfl) sin (@) ~ Jz| 7D (A.57)
™ |z| 2

Como vemos, la forma asintdtica de las distribuciones estables es una ley potencial,

lo que tiene importantisimas repercusiones en los momentos de estas distribuciones.

Efectivamente, como hemos visto con anterioridad, el momento de orden r de una

distribucién de probabilidad f(x) diverge cuando la integral

—+oo
my(c) = / f(@)(x —¢)" dz — oo.
En el caso de una distribucién estable esto implica que
—+o0
mr(c) ~ / 2|~ (2 — o) da, (A.58)

que convergerd inicamente cuando o < r. Observemos que el hecho de que 0 < o < 2
implica que las distribuciones estables o de Lévy presentan algiin momento infinito,
salvo en el caso a = 2 que corresponde a la distribucién gaussiana, tnica distribucién
estable con todos sus momentos finitos. En particular, todos los procesos estables
salvo la gaussiana tienen un parametro o < 2 y por lo tanto presentan una varianza
infinita, y aquellos con o < 1 incluso media infinita. Podemos decir entonces que
los procesos estables de Lévy con o < 2 representan fendémenos aleatorios sin escala
caracteristica en los que la realizacién de eventos extremos (|z| — c0) es mucho mas
frecuente que en el caso gaussiano. 8 A medida que el pardmetro a decrece hacia

8La forma asintética de las distribuciones estables implica que éstas presentan colas mucho
més “gruesas” (fat tails) que las de una gaussiana u otra distribucién exponencial,por lo
que han de encuadrarse dentro de la clase de las distribuciones subexponenciales. Todas las
distribuciones estables -salvo la gaussiana- presentan este comportamiento potencial en el
limite asintético, por lo que podemos decir que una distribucién estable se asemeja a una
distribuciéon potencial o de escala en el limite asintético. Lo contrario, sin embargo, no es
cierto, no todas las distribuciones potenciales son distribuciones estables.
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cero la distribucién se vuelve mas y més apuntada y picada en torno al origen y sus
colas decaen mas lentamente, mientras que los eventos intermedios pierden peso en el
conjunto de la distribucién. El lento decaimiento de estas distribuciones en el limite
asintdtico las hace muy ttiles para describir los denominados fenémenos multiescala,
con realizaciones de todos los tamafios posibles (distribucién de la renta entre los
integrantes de una sociedad, tamano de fondos de pensiones, variacién de los precios
en los mercados financieros, amplitud de los terremotos y otras catdstrofes naturales,
velocidad de las moléculas de un fluido en régimen turbulento, tamafio de los clus-
ters de magnetizacién no nula en las inmediaciones del punto critico en un material
ferromagnético, etc.); en particular de los denominados fendmenos intermitentes, en
ocasiones muy pequenos, en ocasiones gigantescos.

Autosimilaridad de las distribuciones estables

Evidentemente, el hecho de que las distribuciones estables tengan la misma forma
funcional significa que podemos encontrar una transformaciéon de las variables alea-
torias que conviertan una distribucién en la otra. Sabemos que cuando un fenémeno
aleatorio es el resultado de la suma de fendmenos aleatorios iid (proceso infinitamente
divisible), z = >_7 | x4, su funcién de distribucién serd la convolucién de las funciones
de distribuciéon de sus componentes

n
fule) = & (), (A.59)
que no coincide funcionalmente con la funcién de distribucién de cada componente
salvo que esta sea una distribucién estable. En este caso, fn(x) = f(z;). Por supues-
to, existe una transformacién de escala que nos permite hacer x = a;x; + b;, esta
transformacién corresponde a una dilatacién (a; # 1) y a una traslacién (b; # 0).

Comprobemos ahora que las distribuciones estables son también autosimilares
(self-similar). Consideremos la variable & = Y7 | x; correspondiente a un proceso
estable simétrico y de media nula, por lo que la funcién caracteristica asociada a su
distribucién de probabilidad es de la forma (A.52), ¢n (k) = e~ ™*I” v calculemos la
funcién de densidad en z = 0:

—+oo
1 _ a
fo(lz) = = / cos(kx)e ¥ gk,
T
0
“+ o0
1 ESPATS I'(1
fa(0) = = / e T dg = #0‘1)/ (A.60)
™ wa (my) '/
Introduciendo una nueva variable ' = anx con una funcién de distribucién de la
forma
fa(@') = 0" (), (A.61)
conseguimos que fr(0) no dependa explicitamente del nimero de variables. Veamos
cudl es explicitamente la transformacién z — =’ = a,z. Teniendo en cuenta que la

distribucién f,(x’) debe estar normalizada, tenemos

+oo +oo
/fn(m')dx’ = annl/a/fn(x)dle,

an = n Y* (dilatacién, b,=0 proceso simétrico)  (A.62)
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Por tanto, las transformaciones estables se transforman como fn(z') = n'/*f,(z)
bajo transformaciones de escala z — =’ = n~*/%z. Este hecho constituye la propiedad
denominada autosimilaridad de la distribucién de probabilidad.

Procesos estables como procesos infinitamente divisibles

Consideremos un proceso aleatorio estable simétrico y de media nula, x. Es evi-
dente que se trata de un proceso aleatorio infinitamente divisible ya que la funcién
caracteristica de su funcién de distribucién de probabilidad puede expresarse de la
forma (A.50):

p(k) = e " = (e_%lk\u)”7 Vn €N,

por lo que existe un conjunto de variables aleatorias {z;}}_, en términos de los cuales
el proceso x serd expresable de la forma « = > 7 | z;. De la misma forma, en el
caso de que se trate de un proceso de media no nula podemos reescribir su funcién
caracteristica ¢(k) = e™*~7*1* de la forma

d(k) = emk=IkY _ (ei%k—%lk\“)"7 Vn € N.

Asi pues, los procesos estables pertenecen a la clase de los procesos aleatorios infini-
tamente divisibles.

Teoremas limite

Hemos demostrado que las distribuciones estables son puntos fijos del operador
convolucién, i.e. mantienen su forma funcional bajo la adicién de variables aleatorias
distribuidas de acuerdo con una distribucién estable. Mediante los teoremas limite
que probaremos a continuacién, demostraremos ademas que se trata de atractores en
el espacio de distribuciones de probabilidad, esto es, que la adicién de un nimero sufi-
cientemente grande de procesos aleatorios arbitrarios acaba dando lugar a un proceso
aleatorio estable. Esto es, la distribucién limite que se alcanza mediante la suma de
un gran nimero de variables aleatorias es una distribucion estable. Esto es lo que se
conoce como teorema del limite central, TLC (o teorema central del limite, TCL).
Analicemos en primer lugar el TLC para la distribucién gaussiana -correspondiente a
la adicién de variables con varianza finita- para estudiar a continuacién el resultado
correspondiente a una distribucién estable general.

A) Teorema del limite central para la distribucién gaussiana. Esta es la formu-
lacién clasica del TLC y trata de la convergencia hacia una distribuciéon gaussiana
(estable con momentos finitos) de sumas de variables aleatorias independientes con
varianza finita. En este caso ninguna de las contribuciones en que se descomponen
hace contribuciones mucho mayores que las demés,’ i.e. todas las variables aleatorias
en las que descomponemos el fenémeno global siguen distribuciones que tienen una
escala caracteristica (i.e. una varianza finita), de tal manera que ninguna de ellas
realiza contribuciones extremas al conjunto.

Teorema del limite central. Sean {x;}}_, variables aleatorias independientes con
una distribucién de probabilidad no especificada cada una de ellas con media p y

9Esto no es estrictamente cierto en el caso de la variacién de precios de activos en los mer-
cados financieros, donde pueden tener lugar variaciones extremas en alguno de los intervalos
de cotizacién intermedios. En el llamado modelo estdndar de finanzas se supone que esto no
sucede y que las variaciones siguen alguna distribucién con varianza finita.
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varianza o finita. En estas condiciones, el proceso
1 n
Sn=— le (A.63)
i—

es una variable aleatoria con media u y varianza o?/n. Ademés, cuando n — oo , la
distribucién de S, tiende a ser una distribucién normal N (u, o), o equivalentemente
la variable
S —
M7 (A.64)
a/vn

tiende a ser una distribucién normal estdndar N(0,1).

S =

Demostracion: Consideremos en primer lugar los momentos de la variable aleatoria
S.. La media de esta variable aleatoria es

(Sn) = l{m) + {2+ )] =
= %[u+u+...+u]:u, (A.65)

y su varianza se obtiene de la manera habitual como

${(E))-

((Sn—m)?)

~ (et = e[S} -
= Y w22 Y (- s — )
= ng=%2 (A.66)

donde hemos usado que cov(z;,z;) = {(z; — pu)(z; — pu)) = 0 por tratarse de varia-
bles aleatorias independientes. Aunque no es una condicién necesaria para la validez
del teorema, en adelante supondremos, por simplicidad y sin pérdida alguna de ge-
neralidad, que las variables aleatorias {z;}]_, son variables aleatorias iid. Veamos
finalmente que

Sn — i

S = — 2ze€ N(0,1 A.67
e T FENOD), (A67)
para lo que comprobaremos que, en el limite de un gran nimero de variables, la funcién
generatriz de momentos (equivalentemente la funcién caracteristica de la variable
aleatoria S es la de la distribucién gaussiana, i.e. que limp—o mg(t) = exp [t2/2]. En
efecto, escribamos

n

1
M n 2ui=1%i — H
p :\/ﬁ )

S = va .
s = \}HZZ(‘”;”) (A.68)

y denotemos por z; = (z; — u) /o, variable aleatoria de media nula y varianza uni-
dad (z) =0y <z,2> = 1. La funcién generatriz de momentos de la distribucién de

Sn
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probabilidad asociada a la variable aleatoria S serd entonces

(exp(tS)) = <exp (t\/lﬁ Z zz> >
_ <Hexp (\;ﬁz)> . (A.69)

Desarrollando en serie las exponenciales del producto anterior, tenemos

exp[\;ﬁzi]—1+;ﬁzi+t;(;%>Z+g(;%)3+..., (A.70)

por lo que

<exp {%z}> 1+ G+ Cdye i )+ (AT1)

Dado que, como hemos visto, (z;) =0y <zf> = 1, la ecuacién anterior se transforma

2 D L A.72

con lo cual, la funcién generatriz de momentos para S serd

ﬁ [1 + o+ 3 2/2 () +.. ] . (A.73)

mgs (t)

=1
Consideremos que <zl> ~ <z > =...= <z3> y asi para el resto de los términos. En
este caso,
1 [/t? 3 3 "
t) = 1

ms (t) {+ (2+3!ﬁ<z>+ )] ;
N PRI ! AT4
ms(t) = +E+n3/2+'“ . (A.74)

Luego, finalmente llegamos a que la funcién generatriz de momentos de la variable S
serd

lim mg(t) e’

n—oo

et2/2, qed (A.75)
que coincide con la de la distribuciéon gaussiana. Luego, cualesquiera que sean las dis-
tribuciones asociadas a las diferentes x;, siempre que sean distribuciones con segundo
momento finito, la variable S, = %Z?Zl x; seguird una distribucién normal en el
limite n — 00.1°

Vemos pues que la distribucién gaussiana es un atractor en el espacio de las
funciones de distribucién con momentos finitos, en el sentido expresado anteriormente:
la distribucién de una suma de variables aleatorias distribuidas todas ellas de acuerdo
con distribuciones con segundo momento finito acaba siendo gaussiana (Fig. A.4).

B) Teorema central del limite para distribuciones estables. (Gnedenko y Kolmogo-
rov) La distribucién de una suma de n variables aleatorias independientes arbitrarias

10La distancia entre la distribucién de un proceso determinado y la distribucién normal
estd controlada por los teoremas de Berry-Esséen.
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Momentos Finitos

Gaussiana

Distribuciones
Estables

N
Procesos b
Infinitamente ’(_'_ _ 7
Diferenciables — .
Momentos Infinitos

Figura A.4: Proceso de convergencia a la clase de distribuciones estables a
partir de adiciones de variables aleatorias.

converge a una distribucién estable bajo ciertas condiciones para las distribuciones de
probabilidad de las x;. Consideremos el proceso aleatorio S, = Z?zl x; donde como
de costumbre {x;};_, es un conjunto de variables aleatorias iid. Supongamos que

(I+a)

e |xi|” T — —00
i)~ _ A.76
f(l‘ ) { o |$L| (1+a) z — 400 ( )

y sea 8 = (cy —c—)/(c4+ + c—). Entonces, f(Sn) pertenece al polo de atraccién de
una distribucién de probabilidad estable de pardmetro « y asimetria 5. La demos-
tracién de este teorema puede verse en Gnedenko & Kolmogorov (1968) y queda mas
alla de los limites de esta obra.

Como vemos, existe una notable diferencia entre el polo de atraccién gaussiano y
los de las demas distribuciones estables de Lévy con momentos infinitos. Mientras las
distribuciones de variables aleatorias con momentos finitos se encuentran en el polo de
atraccién gaussiano, las distribuciones de procesos con momentos infinitos pertenecen
al polo de atraccion de las distribuciones estables no gaussianas (Fig. A.4). Dado que
a € R, existe un nimero infinito no numerable de atractores no gaussianos en el
espacio de la funciones de distribucién, tantos como distribuciones estables.

En las dos versiones que hemos visto del teorema del limite central (una para
distribuciones de momentos finitos y otra para distribuciones con momentos infinitos),
hemos exigido que las variables {z;}]_, que componen el proceso resultante S, =
>, @i sean independientes dos a dos (cov(zi, z;) = 0) e idénticamente distribuidas.
Bawly y Khintchine consideraron el caso de variables independientes infinitesimales
(i.e. en la que ninguna de las variables domina sobre las demds) y probaron que
para que la funcién f(S,) tienda a una distribucién estable es necesario y suficiente
que la funcién de distribucién f(x;) asociada a las x; sea infinitamente divisible, no
siendo necesaria que las x; tengan idéntica distribucién de probabilidad. Los procesos

i=
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aleatorios infinitamente divisibles formados por variables independientes tienden a
una ley limite estable cuando el nimero de variables agregadas tiende a infinito.

Los fenémenos de sistemas fisicos macroscopicos lejos de puntos criticos suelen
estar gobernados por distribuciones exponenciales, por lo que pertenecen al polo de
atraccién de la distribucién gaussiana. La aparente ubicuidad de la distribucién nor-
mal en la naturaleza procede, pues, de la aplicaciéon del teorema del limite central.
Asi por ejemplo, en Mecanica Estadistica se demuestra que la distribucién de proba-
bilidad de los microestados de un sistema fisico (I) en contacto con un termostato a
temperatura absoluta 7" es la denominada distribucién de Gibbs

1 _
P[ = Ee BEL,

zZ = Y R, (A.77)

1

donde 8 = 1/kpT , siendo kg la constante de Boltzmann y E; la energfa del microes-
tado [. La distribucién de los microestados de un cuerpo fisico en situacién canénica
es, pues, una distribucién exponencial en el espacio de energias, lo que conlleva que
los eventos de energia extrema sean extraordinariamente infrecuentes. No obstante en
fendmenos que muestran pautas de complejidad (incluyendo sistemas fisicos préximos
a la criticalidad) el limite se sitia en el espacio de las distribucioness estables de Levy
no gaussianas.

A.2. Algunas distribuciones de probabilidad re-
levantes

Es esta seccién vamos a enumerar algunas de las distribuciones de probabilidad
mas importantes asi como sus principales resultados.

A.2.1. Distribucion binomial

La distribucién binomial describe un fendémeno aleatorio que admite tnicamente
dos resultados excluyentes (prueba de Bernouilli). Para ello se le asigna la probabili-
dad p de obtener el valor 1y (1 — p) de obtener 0. Como resultado caracteristicos de
esta distribucién tenemos:

» Valor esperado: (x) = p.

» Varianza: 0? = p (1 — p).

A.2.2. Distribucién geométrica o de Pascal

La distribucion geométrica o de Pascal esta relacionada con la binomial y describe
la distribucién del ntimero de repeticiones de un proceso binomial hasta que se obtiene
el resultado 0. Esta distribucién representa por ejemplo el nimero de veces que debe-
mos tirar una moneda al aire hasta que obtenemos la primera cruz. La probabilidad
de tener z intentos antes del primer 0, para una distribucién como la presentada en
la seccién A.2.1 es:

p(e) = p* (1-p). (A.78)
Como resultados caracteristicos de esta distribuciéon tenemos:

s Valor esperado: (z) =1/ (1 — p).
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= Varianza: 02 = p/ (1 — p)°.

Esta distribucién puede verse como limite de la binomial cuando la probabilidad de
ocurrencia es baja (p — 0), el nimero fenémenos es alto (N — o), pero el nimero
de éxitos es finito (Np — finito).

A.2.3. Distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson describe aquellos sucesos que cumplen las siguientes
condiciones: El nimero de ocurrencias de dicho suceso es constante por unidad de
tiempo y los sucesos ocurren de manera aleatoria e independiente. El ejemplo pro-
totipico de un proceso descrito por la distribucién de Poisson es la desintegracion
radioactiva. Bajo estas condiciones la probabilidad de observar un nimero = de ocu-
rrencias del suceso en un determinado intervalo de tiempo es:

AT A

donde A es nimero promedio de ocurrencias por unidad de tiempo. Las propiedades
caracteristicas de esta distribucién son:

» Valor esperado: (z) = A.

» Varianza: o2 = \

A.2.4. Distribucién exponencial

La distribuciéon exponencial describe una multitud de procesos fisicos, especial-
mente aquellos en la que la variable independiente es el tiempo. Por ejemplo la proba-
bilidad de un que nicleo atémico sobreviva un tiempo t sin desintegrarse viene dado
por esta distribucion. En general podemos expresarla como:

plx) = ke ™, (A.80)

con z en el intervalo [0,00) con k > 0.
Las propiedades caracteristicas de esta distribucién son:

» Valor esperado: (z) = 1/k.
» Varianza: o® = 1/k>.

La distribucién exponencial es el limite de la geométrica cuando la variable = es
continua.

A.3. Distribucién de probabilidad gaussiana y
teorema de Wick

Por su importancia en diferentes ramas de la Fisica'l estudiaremos de manera
detallada algunas propiedades de especial relevancia de la distribucién gaussiana. De

11Observemos que las lagrangianas y hamiltonianos que controlan la dindmica de los siste-
mas fisicos contienen en general, al menos en los érdenes mas bajos de desarrollo, términos
esencialmente cuadraticos asociados a sus grados de libertad independientes. Por aplicaciéon
de las funciones de distribucién de probabilidad de la mecénica estadistica, estos conduce de
manera directa a distribucions gaussianas.
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acuerdo con lo visto anteriormente, esta distribucién tiene, entre otras muchas parti-
cularidades, la de ser la tnica distribucién estable con todos sus momentos finitos (lo
que esta asociado al hecho de que su transformada de Fourier coincide funcionalmente
con ella misma). Esto le confiere la singular propiedad de ser la distribucién limite de
todas aquellas variables aleatorias que proceden de la suma de otras con momentos
finitos.

En su versién més general, la denominada densidad de probabilidad gaussiana
multidimensional puede escribirse de la forma

675 =T Az

f(z) = =TT (A.81)
|Rn
donde T Az denota la forma cuadritica en RY

n

acTAac = Z {EiAijl'j, (A82)
i,j=1
y A es una matriz real y simétrica con autovalores positivos A1, Az, ..., An.'? Existe

por lo tanto una transformacién de diagonalizacién D = OTAO donde O es una
matriz ortogonal, que conduce a una matriz D diagonal cuyos elementos diagonales
son los autovalores de A, D;; = \;.

La obtencién de valores medios procede ahora del modo usual. Calculemos en par-
ticular el valor medio del producto de un niimero de variables aleatorias (z1z2 ... Zk):

f( x)x1Zs ... rRde

[det A /
= xlacg...xkdm
2m)" Jgn

e [[ 000 i
(271')" rn 071 Oj2 o Jjk

(x1m2 ... TK)

T )

=0

(A.83)

que puede calcularse haciendo el cambio de variable = Oy (dz = dy pues detO = 1),
de tal manera que:

det A { 0 9 9 4 TOTAOy+jOy:| d

(r1T2 .. 1) = @ e (97]167]2 Bin yj:O
L [aA[0 0 0 [ roraono] 4
@7 971052 Oje Jen o
(A.84)

Teniendo en cuenta que el exponente en la integral puede expresarse como

1 T AT . o ~ zyz
—5¥" 0" A0y + Oy = { (Z] n) y} : (A.85)

=1

I2Evidentemente, A = G~ es el inverso de la matriz de covarianzas, M;; = cov(z;, zj),
como se demuestra en la Ec. (A.89).
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tenemos
agy? )
_1,ToT ; K [#+ > r_1 rOri yi]
/ e 59y O AOergOydy — / e i=1 2 ( 1 z) d’y
n _M‘y?+ s
= I | e~ "2 THVidy,, (A.86)
i=17/R

donde ¢; = >__, j»Oyri. Esta tltima integral unidimensional es inmediata, dado que
se trata de una gaussiana convencional, por lo que es inmediato probar que

detd 0 0 0 yp [ %

(2m)™ 851 0j2 " Ojk bl
09 9 it
941 042 g

<CE1£L'2 .. xk>

1

(A.87)

Jj=0

donde recordemos que G = A™!, que es, como veremos a continuacién, la matriz de
covarianzas. En la expresién anterior, hemos usado que det{A} = ], Ai y que los
elementos de matriz de G son:

Gi; = A;'=(0DO");' =D '0"),;
=y 9Ok (A.88)
Pl

Asf pues, la Ec. (A.87) indica que la matriz de covarianza (o el propagador en el
argot de la teoria de campos) es la que proporciona las funciones de correlacién de las
variables aleatorias. En efecto, si calculamos el valor medio (z;z;) vemos que coincide
con el elemento de matriz de la matriz de covarianzas:

o 0 e%jTGJ'

Tilk = - ;
= e%jTGj (Z szGkr]m]'r + sz)
m,r j=0
= G, (A.89)
donde hemos usado que
9 1iTai  _ - LiTGy
8—ji62 = ; Gimjme? ,
7
D 1) (A.90)

De la misma manera -aunque el dlgebra es un poco més tediosa- puede probarse que
(Tixrr1xm) = GikGim + G Grm + Gin G, (A.91)

esto es, la funcién de correlacién estd dada por el producto de todos los posibles pares
de elementos de la matriz de covarianzas (de los propagadores en terminologfa de la
teoria cudntica de campos). En general, el teorema de Wick establece que:

<1,'7;1 Lijg v xlk> = Z Giﬂ.liﬂ.z Gi.ﬂ.?’iﬂ.4 cee Giﬂ-kilin—k ) (A92)
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donde la suma se extiende a todos los valores medios de productos de dos variables
x;,x;,. Obviamente, en el caso de valores medios de productos de un nimero impar
de variables, la propia simetria de la distribucién gaussiana conduce a un resultado
nulo.

Para terminar, queremos enfatizar que, en virtud del teorema anterior, las funcio-
nes de correlacién de las variables aleatorias estan controladas por los elementos de la
matriz de covarianzas, que forma la parte cuadratica del exponente de la funcién de
densidad de probabilidad. En el caso de la mecénica estadistica este exponente estara
dado por el hamiltoniano del sistema, y en la teoria cuantica de campos por la accién
y su parte cuadratica corresponde a la parte libre del lagrangiano del sistema. Por
su parte, Gj, recibe el nombre de funcién de correlacién o de propagador en estos
formalismos respectivamente. Las funciones de correlacién gaussianas son faciles de
representar de manera grafica si a cada elemento de la matriz de covarianzas, Gyj
le asociamos una linea conectando el punto imaginario ¢ con el punto imaginario j
(diagramas de Feynman). Si se eleva este propagador a una potencia n los dos puntos
estaran conectados por n arcos de curva.

Gij

@Gii

A.3.1. Funciones de densidad gaussianas perturbadas

En muchas situaciones fisicas de interés el problema gaussiano se modifica por la
aparicién de una interaccién perturbativa que incluye nuevos términos en el hamilto-
niano, ademaés de los cuadraticos habituales asociados a la particula libre. En términos
estadisticos, esto significa que la funcién de densidad de probabilidad gaussiana se
modifica de la forma:

e*%mTAm*Eg@)

f(x) = T7

(A.93)

donde
Z(€) = / e 3% AT=E9(@) 4oy (A.94)
|RTL

Obviamente, la funcién g(z) debe permitir que la integral en la ecuacién anterior
sea convergente y la distribucién de probabilidad esté bien definida. Una funcién
especialmente relevante debido a sus propiedades de simetria, y que es la tinica que
consideraremos en estas breves notas, es g(z) = >.»_, 27 /4! Esta tiene una enorme

importancia en Fisica por tratarse del orden perturbativo més bajo de una teoria
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gaussiana que mantiene el hamiltoniano (o la accién) invariante bajo inversién del
campo (x — —x) (teorfa ¢*), asociado a la presencia de interacciones que se suman
a la parte libre del lagrangiano o del hamiltoniano. En este caso, que trataremos de
forma breve a continuacién, el cdlculo de los momentos de la distribucién procede
de manera muy similar al caso anterior, pero la parte perturbativa se trata mediante
desarrollos en serie.

En el presente supuesto, el valor medio del producto de variables aleatorias
(1 ...xk) se obtiene de la forma:

(x1...28) = f@)zizs. .. xpde
|R7L
ef%zTAwfg :;1174
:/ Z0 T1T2...Trde
1 o 0 0 7l:z:TAw+j:c7£ >n 24
- = . 2 a1 2.i=1%;
© (am 9> ayk) / ‘ “lizo
1 8 8 a S (_g)T - 4 i —%wTA:c-ﬁ-jw
©) (83‘1 05> a]k) /[R z::o ri(ayr ;“’ ¢ ¥ .
(L) sy
© \05 932" 9 ) Jn 2= i@l
n 84 84 4 1T At
Z (WWW)Q 2 Azty dx , (A95)
i1yig,ip=1 iy “Jig i =0
que puede finalmente expresarse como
) ) .
(E@ e W-,g) Z(£,9) iso
donde hemos introducido
Z(¢,5) = / emdel Amtie-§ Tl ol gy (A.97)

Evidentemente, las Ecs. (A.96) y (A.38) permiten identificar Z(£,j) con una funcién
generatriz de cumulantes, como ya se mencioné anteriormente.

A.4. Ley de los grandes ntimeros

La denominada ley de los grandes nimeros establece que, cuando el nimero de
ensayos de un experimento aleatorio tiende a infinito, los valores de las frecuencias
relativas de los diferentes sucesos del espacio muestral, f(A), tienden a estabilizarse
en torno a unos valores que son las probabilidades de dichos sucesos, p(A). Esta ley
se conoce también como ley fundamental del azar y es un resultado central dentro del
formalismo estadistico. Tanto es asi que se conoce como primer teorema fundamental
de la probabilidad.

Consideremos un fenémeno aleatorio que sigue una distribucién binomial. Si rea-
lizamos un experimento de Bernouilli, la frecuencia del evento de tipo A (éxito) en
la experiencia sera

1
Ja=_wa, (A.98)
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donde z4 es el nimero de veces, del total de n observaciones del experimento, en
que se ha obtenido el suceso A. La magnitud anterior es una variable aleatoria, ya
que depende de la muestra analizada y de los sucesos observados. Es posible entonces
determinar los momentos de su distribucion de probabilidad, particularmente los dos
primeros: la media y la varianza. La primera de ellas toma el valor

(fa) = <%A> _ (ea), (A.99)

n

Recordando que el nimero de aciertos en un experimento de Bernouilli es una variable
binomial, es obvio que (z4) = np y por lo tanto:

(fa)=np, (A.100)

de tal manera que vemos que el promedio de todas las frecuencias relativas del suceso
A que podamos obtener en una serie de experimentos de Bernouilli serd justamente
la probabilidad de dicho suceso. Anédlogamente podemos obtener la varianza de la
variable aleatoria fa:

o’(fa) = o (E) = ich(JCA) = %npq =

I A it )] (A.101)
El producto p(1 — p) en la distribucién anterior estd acotado, por lo que podemos
asegurar que la desviacion estandar de la frecuencia de observacién de un fenémeno
determinado tiende a cero a medida que el nimero de observaciones crece. Asi pues:

o (fa) ~ % — 0. (A.102)

Ejemplo A.7

Fluctuaciones relativas en sistemas ideales: Consideremos una magnitud aditiva
xr = Z? xz; donde las x; forman un conjunto de variables independientes e idéntica-
mente distribuidas (e.g. energia total de un sistema de particulas independientes en
un sistema ideal). En este caso:

de tal modo que las fluctuaciones relativas dadas por el coeficiente de variaciéon de

Pearson son:
s(x)  /ms(xi) 1 s(xs) o

(@ nle) V(@)

L
v
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A.5. Ejercicios relacionados

Ejercicio A.1:

Calcilense las funciones caracteristicas de las distribuciones uniforme, triangular,
binomial, de Poisson, gaussiana, de Cauchy y gamma de pardmetros a y 0, I'(«, 6).
Ejercicio A.2:

Demuéstrese que

—L1aT Ax (27I-)n
= . Al
/ne ’ de det A ( 03)

A.6. Lecturas complementarias

» Altland, A., & Simons, B. (2006). Condensed Matter Field Theory. Cambridge
University Press

» Ryder, L. (1985). Quantum Field Theory. CUP Publication






Apéndice B
Procesos estocasticos

Uno de los pilares fundamentales de la descripcién de la dindmica de sistemas
complejos en general es la teoria de procesos estocéasticos. La cantidad de fenémenos
en los que se producen realizaciones sucesivas (series temporales) de una determinada
variable aleatoria es practicamente ilimitada. Asi, por ejemplo, las posiciones de una
particula en disolucién en instantes sucesivos de tiempo son impredecibles debido
a las colisiones de dicha entidad con las moléculas del disolvente circundante. Los
microestados de un cuerpo macroscopico, que se suceden en el tiempo debido a la
energia térmica son otro ejemplo. Asimismo, en la teoria financiera la dindmica de
precios de un activo caeria también de lleno dentro de esta categoria de procesos.

Un proceso estocastico o aleatorio es todo fenémeno cuya evolucién temporal no
es predecible.! Todo proceso estocéstico tiene asociada una variable aleatoria depen-
diente del tiempo que puede ser discreta o continua. Hay que sefialar, no obstante,
que desde comienzos de los anos 80 del pasado siglo es un hecho conocido en Fisica
que los procesos estocasticos no agotan la totalidad de las series temporales imprede-
cibles, sino que la dindmica de sistemas deterministas no lineales puede dar lugar a
series aleatorias, como ha demostrado la teoria del caos.

La definicién matemética de un proceso estocéstico con una variable aleatoria
X asociada puede hacerse de dos formas diferentes: i) mediante una jerarquia de
funciones de distribucién, especificando P, (z1,t1; %2, t2;...; Tn,tn), que proporciona
la probabilidad de observar la realizaciéon x1 de la variable asociada al proceso en
el instante ¢; y asi hasta la realizacién x,, en el instante t,, o sus correspondientes
distribuciones condicionadas o marginales; y ii) mediante una ecuacién de movimiento
que nos proporcione la variacién temporal de la variable dindmica relevante, z(t),
que inevitablemente debe contener un término de naturaleza aleatoria. Veamos a
continuacién los fundamentos de ambos métodos.

I Técnicamente, dado un espacio de probabilidad (£2, %, P) y un espacio de medida (S, X),
un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias sobre 2 indexadas mediante un
conjunto T totalmente ordenado (tiempo):

{Xt;t (S T}
donde Xt : Q2 — R es una variable aleatoria.

439
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B.1. Procesos markovianos: ecuacion de Chapman-
Kolmogorov

Como acabamos de mencionar, toda la informacién relevante acerca de un proceso
estocéstico (como de cualquier otro fenémeno aleatorio) se encuentra contenida en la
jerarquia de distribuciones de probabilidad P, (I1,¢1;l2,t2;...;ln,tn), que representa
la probabilidad de que el sistema haya pasado sucesivamente por los microestados Iy
a tiempo 1,1z a tiempo to, etc.? Es inmediato verificar que la distribucién de orden
n anterior presenta, entre otras, las siguientes propiedades:

) Pu(li,ti;la,te;iln, tn) > 0.
i) >, Pu(l,t) =1, vVt

iii) Z Z an (l17t1;l27t2;...;ln7tn) :Pm (l1,t1;lg,t2;...;lm,tm)
l

m+1 lm2 ln,
iV) Pn (ll,t; l2,t;lg,t3; ...;ln,tn) = Pnfl (ll,t;l37t3; vees ln,tn) (51112.

Algunos tipos especialmente relevantes de procesos estocasticos son:
1. Proceso puramente aleatorio: Un proceso estocastico se dice puramente alea-
torio si

P, (llytl;l2,t2;---;ln,tn):le (ls,ts), (B.1)
=1

esto es, si los valores sucesivos que toma la variable aleatoria considerada en el trans-
curso del tiempo estdn completamente descorrelacionados, i.e., son estadisticamente
independientes entre si. En este caso, como nos muestra la Ec. (B.1), toda la informa-
cién acerca del proceso se encuentra contenida en la funcién de distribucién de primer
orden, Pi (l;,1;), Unica necesaria para reconstruir la jerarquia completa de distribu-
ciones, razon por la que se dice que este tipo de proceso es un proceso estocastico de
primer orden.
2. Proceso markoviano: Un proceso aleatorio se denomina markoviano cuando
estd completamente especificado por la funcién de distribuciéon de segundo orden,
P; (I1,t1;12,t2). Para aclarar el significado de la definicién anterior introduzcamos
la probabilidad condicionada de que el microestado del sistema a tiempo ts sea l2
cuando a tiempo t; fue l;:
P2 (l17 tl; lz, tg)
K (l1,t1 |l2,t2) = P, (ll,tl) s (B.Q)

o lo que es lo mismo P (I1,t1;l2,t2) = Ki (I1,t1 |l2,t2) P (l1,t1) . Una inspeccién
directa de la ecuacién anterior permite interpretar la funcién K (I1,¢1;12,t2) como
una probabilidad de transicién del microestado l; al l2 en el tiempo t2 —t1. Es posible
generalizar la ecuacién anterior y definir la probabilidad de transicién de orden n,
Ky (I1,t1502,t2; . ln—1,tn—1 |ln, tn ) , como la probabilidad de que el sistema transite
de l,,—1 a l, cuando sus microestados anteriores fueron Iy, lo, ..., l,—2. Es evidente que,
en general, dicha probabilidad de transicion dependera de los microestados anteriores
a ln—1, i.e. el sistema “recuerda” sus estados anteriores a la hora de realizar una
transicién determinada.

Un proceso markoviano, o de Markov, en virtud de la definicién anteriormente
introducida, es aquel que verifica

K. (ll,tl;lg,tz; v, tn—1 |ln,tn) =K (lnfl,tnfl |ln,tn) X (B3)

2En lo que sigue tomaremos como referencia el caso de un sistema fisico, por lo que nuestro
suceso aleatorio serd un microestado del sistema que denotaremos por .
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lo que implica que se trata de un sistema sin memoria de los instantes anteriores (al
menos que presenta una memoria temporal inferior a 6¢,, = ¢, —tn—1). La inexistencia
de memoria en estos procesos permite escribir

Pn (ll,tl;lg,tg;...;ln,tn) = Pn—l (ll,t1;lz,t2;...;ln_l,tn_1)
K (ln—lztn—l ‘lmtn)a (B-4)

lo que deja claro que la probabilidad de que el sistema realice una transicién de l,,—1
a ln, a tiempo t,_1 es independiente del valor de la variable aleatoria en instantes
anteriores. Iterando la ecuacién anterior podemos escribir para un proceso markoviano

Pn (l1,t1;l2,t2; ...;lnﬂfn) = P1 (l1,t1) Kl (l1,t1 |l2,t2) ...K1 (ln71,tn71 ‘ln,tn).
(B.5)

Para un proceso de Markov, la combinacién de la propiedad iii) de la distribucién de
orden n con la ecuacién anterior conduce a

Py (ly,t1s3,t3) = ZP3(11,t1;12,t2;l3,t3):>

la

P (ll,tl)Kl (l1t1‘l3,t3) = ZPl (ll,t1)K1 (lltl |l2,t2)K1 (lz,tg|lg,t3).
ly

(B.6)

Cancelando P; (11,¢1) en ambos miembros de la ecuacién anterior obtenemos la de-
nominada ecuacién de Chapman-Kolmogorov o ecuacién de Markov,

Ky (l1t1|ls, t3) = ZKl (Iit1 |l2, t2) K1 (I2,t2|ls,t3), (B.7)

o

resultado que constituye una condicién de coherencia fundamental en procesos mar-
kovianos.

Proceso markoviano estacionario: Un proceso markoviano se dice estaciona-
rio cuando la probabilidad de transiciéon entre dos estados depende tinicamente del
intervalo temporal, 7 = to — t1:3

Kl (lltl ‘l27t2) = Kl (ll,lg;T) .

B.2. Ecuacion maestra

Probaremos en la presente seccién que todos los procesos markovianos estaciona-
rios verifican una ecuacién maestra
dPy, (t)
—_— = E [Ps(t)wsm — P () Wims] - (B.8)
dr
S
Para ello transformaremos en primer lugar la ecuacién de Chapman-Kolmogorov en
una ecuacién diferencial. Teniendo en cuenta que a 7 = 0 podemos escribir K., (0) =

3Dado que a partir de este punto tinicamente trabajaremos con procesos markovianos,
simplificaremos la notacién haciendo

Ki(l,m;7) = Ky (7).
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d1m, la probabilidad de transicién entre los estados [ y m admite la siguiente expresion
a primer orden

K(r)=1+1W (B.9)
Kim (1) = Stm + TWim, (B.10)

donde hemos introducido la probabilidad de transicién por unidad de tiempo entre
los microestados [ y m del sistema, w;.,,. Para un proceso markoviano estacionario la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov (B.7) se puede escribir como

Kim (14 7') ZKls m (7). (B.11)

Usando ahora la relacién (B.10) y haciendo 7/ = dr, tenemos

Kim (r+dr) = > Kis (1) (6sm + wemdr)

= Khn +dTZKl.s Wsm, (BlQ)

lo que, equivalentemente, podemos escribir como

Kim (T+d7‘) Klm
dr Z Kls wsm (B13)

Obviamente, en el limite dr — 0 la relacién anterior se convierte en

dK’m Z Kis (7) Werm. (B.14)

Multiplicando por P;(t) en ambos miembros y sumando sobre este indice, podemos
obtener de manera directa

ZP dKlm ) = ZZPZ Kls UJsm
ZW = ZZPS(t+T)wsm- (B.15)

l

Igualando término a término en las sumas anteriores y sustituyendo t+7 — ¢ tenemos
Z Py (t)wsm. (B.16)

Individualizando el término s = m en la suma anterior y teniendo en cuenta que?

ZKm5_1;»Zwm_0@wmm:—Zwms, (B.17)

s#Em

4Obviamente la suma siguiente se extiende a todos los estados del sistema. Este, o perma-
nece en el estado en el que se encuentra, o transita a alguno de sus otros estados posibles.

Asi pues,
Z Kms =1.
S
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podemos obtener de forma directa

dPy, (t)
dr

s#Em
= > [Pe(t)wem — P (t)wms] (B.18)
s#m

recuperando la Ec. (B.8). Como acabamos de ver y conviene recordar en este punto,
esta ecuacién supone que la evolucién temporal del sistema constituye un proceso
markoviano estacionario.

Podemos contribuir a la comprensién del significado de la ecuacién anterior me-
diante el argumento siguiente. La variaciéon temporal de la probabilidad de ocupacién
de un microestado del sistema puede escribirse como

dP,, (t) = PSP (t) — PS (1), (B.19)

donde Py(rj')(t) y P57 (t) representan respectivamente el incremento y decremento
de la probabilidad del microestado m debido a las transiciones desde (hacia) otros
microestados en el instante ¢ (Fig. B.1).

t4-dt

t
®—i
s#m m

m s#m

Figura B.1: Esquema del poblamiento y despoblamiento de un microestado en
un proceso markoviano.

Evidentemente, Pf,f)(t) puede obtenerse como la probabilidad de que el sistema
se encuentre en un estado s # m a tiempo t y transite al estado m en el intervalo dt
siguiente:

P = D Pat)Km(dt)
= D Pi(t) (Bom + dtwim)

= Pu(t)+dt Yy Pi(t)wsm, (B.20)

donde hemos usado la Ec. (B.10). Andlogamente podemos obtener PT([)(t) como el
producto de la probabilidad de que el sistema se encuentre en el microestado m a
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tiempo t y transite en el intervalo dt posterior a algin s # m. Esto es:

P = ZP Koms(dt)

Z P, Oms + wmsdt)

t)+dt Y Pr(t)wms. (B.21)

Usando ahora la Ec. (B.19) obtenemos la ecuacién maestra de manera inmediata:
dPp (t) = P<+>( t) — PH(t)
= dt Z [PS (t)wsm - Pm(t)wms]

dPy, (t)

s

La ecuacién anterior aparece de este modo como balance probabilista del poblamiento
y despoblamiento de los microestados del sistema. Recordemos que la validez de
este resultado esta condicionada a que el proceso estocéastico subyacente sea de tipo
markoviano estacionario.

B.2.1. Descripcion dinamica de procesos estocasticos

Como se ha mencionado anteriormente, la descripcién de procesos estocédsticos
puede hacerse también especificando una ecuaciéon que proporcione la variacion de la
variable temporal de la variable aleatoria. Habitualmente, estas ecuaciones adoptan
la forma de diferencias

z(t+1) = x(t) + €(t), (B.23)

donde z(t) es la variable aleatoria de interés, y €(¢) es una variable aleatoria cu-
ya distribucién de probabilidad debe ser especificada para describir correctamente
el proceso aleatorio, usualmente esta variable se denomina “ruido” en terminologia
de procesos estocédsticos. En otras ocasiones la dindmica de la variable aleatoria se
especifica mediante una ecuacién diferencial que proporciona su variacién temporal.

Ejemplo B.1

Las ecuaciones asociadas a los procesos browniano aritmético y geométrico son,
respectivamente,

#(t) = dfl(:):ax(twrbe(t),
#(t) = ax(t)+ bz (t)e(t). (B.24)

La primera de las ecuaciones anteriores describe el denominado ruido aditivo, y la
segunda el ruido multiplicativo, que, como veremos a continuacién, tienen una gran
importancia en lo que sigue.
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Como se ha dicho, una vez introducida la ecuacién que gobierna la dindmica del
proceso, hemos de especificar la funciéon de distribucién de su componente aleatoria
€(t) para completar la descripcién del mismo.

Ejemplo B.2

Componente aleatoria gaussiana:

1 6—62/20215.

plet) = V2mo2t

Algunos procesos estocasticos particularmente importantes

A) Martingala: un proceso estocéstico se denomina martingala cuando
E(zn|z1, ., Tn-1) = /dxnxnp(xn| T1yeey Tn—1) = Tn—1, (B.25)

donde E(z|y) representa el valor de la variable aleatoria  condicionado a que
la variable y haya tomado un determinado valor, y se denomina valor medio o
esperanza matematica condicionada.

B) Proceso de Wiener (Einstein-Wiener o movimiento browniano). Proceso de It6:®
Consideremos una particula constreiiida a moverse en una linea (movimiento
unidimensional), teniendo una probabilidad 1/2 de ejecutar un salto hacia la
derecha de sus posicién en cada instante (y légicamente la misma de darlo hacia
la izquierda). Este modelo tan simplificado proporciona una buena descripcién
para el movimiento erratico producido por el impacto de una particula con sus
vecinas en el interior de un liquido (movimiento browniano). Supongamos que
la particula ejecuta N pasos y que el resultado de cada paso es independiente
de los resultados anteriores (i.e. saltos estadisticamente independientes). Para
simplificar supondremos ademés que el tamafio de cada paso es [=cte. Sea n
el nimero de saltos hacia la derecha realizados por la particula y n_ el nimero
de saltos hacia la izquierda. Evidentemente se verifica

N = ni+n_,
v = (ng —no)l,
donde = representa el desplazamiento neto tras N saltos.
Desde un punto de vista estadistico, este proceso representa un experimento
de Bernouilli con N ensayos y la variable aleatoria de interés X =“nimero de

saltos hacia la derecha” es de tipo binomial. Asi pues, su espacio muestral es
2 =140,1,2,..., N} y la distribucién de probabilidad asociada

n+
N! 1
= ——. B.2
n+!n,! 2N ( 6)

5Existe en la literatura una auténtica infinidad de aproximaciones a este problema, real-
mente omnipresente en las ciencias naturales y sociales.



B.2 Ecuacion maestra 446

Usando que la distribucién binomial tiende en el limite N — oo y Np finito a
una distribucién gaussiana

(ny) = Np ; on=+/Npg, (B.27)

y usando que

1 T
= — N —
e 2 ( * z)’
1 z
= Z(N-=-Z
Uzs 2 ( l) )
N N
<’I’L+> = <n*> = ? ) UJ2V = Z7
tenemos finalmente
- 1/2 L2
@ = =) |G| = (5) ey
1 z2
= ———e¢ 2NIZ, (B.28)
27 N2
Si la particula ejecuta n saltos por unidad de tiempo, N = nt, y por lo tanto
1 2
r,t)Ax = ———e€ 1Dt Ax, B.29
pla AT = (5.29)

donde hemos introducido el coeficiente de difusién D = NI?/2. Es evidente de
la relacién anterior que

oo = <x2> A <x2> = 2Dt, (B.30)

que constituye uno de los resultados méas celebrados de A. Einstein (1905), ya
que puso las bases para la interpretaciéon del denominado movimiento brow-
niano. Como vemos, el coeficiente de difusién de una particula en un medio
determinado puede considerarse como una consecuencia de las fluctuaciones
de su posicién en el seno del fluido. La relacién obtenida por Einstein pue-
de considerarse como un caso particular de relaciéon de fluctuacién-disipacion,
histéricamente la primera. Por otra parte, el resultado de Einstein, que éste
complet6 con una relacién entre el coeficiente de difusién y la movilidad de una
particula, D = kgTu, establece una de las caracteristicas fundamentales de un
proceso difusivo, la dependencia lineal de la varianza en el tiempo o2 = 2Dt,
siendo el coeficiente de difusiéon la constante de proporcionalidad. Esto es lo
que explica el ensanchamiento de la distribucién de probabilidad (i.e. la difu-
sién de las particulas). Veremos a continuacién que este proceso estocdstico es
el denominado proceso de Wiener, a quien se debe su definitiva formulacién
matemadatica. Aunque normalmente se asume que cuando N es finito el proceso
estocéstico anteriormente descrito es un proceso gaussiano, la equivalencia sélo
es estrictamente cierta cuando N — 0o, ya que inicamente en estas condiciones
es aplicable el teorema del limite central a distribuciones con momentos finitos.
Efectivamente, basta darse cuenta que la posicién de la particula tras N pasos
puede escribirse como

x(t) = in(t), (B.31)
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donde {xl}f\lzl es un conjunto de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas (iid) con momentos finitos. El caso mds simple es aquel
en el que el tamano de los pasos es [=cte., que es el que hemos analizado

anteriormente. En este caso,
() =0 ; (27)y=1% (B.32)

Dado que los momentos son finitos, el teorema del limite central conduce a una
distribucién gaussiana para el camino aleatorio en el limite asintético.

Proceso de Wiener: Usualmente denominado proceso de Einstein-Wiener o mo-
vimiento browniano, es un proceso markoviano de una variable aleatoria conti-
nua, funcién de un tiempo continuo, Az, cuyas dos propiedades fundamentales
son

i) Az consecutivos son independientes.

ii) Az para un tiempo finito y dz para un intervalo de tiempo infinitesimal
estan dados por

Az = eVAL,
dz = eVdt, (B.33)

donde € € N(0,1) es una variable normal estdndar. La segunda propiedad puede
resultar extrafa fuera de la teoria de procesos estocasticos. Para interpretarla
adecuadamente hemos de tener en cuenta que la varianza de un proceso difusivo

(< (dw)2> , esencialmente) es funcién lineal del tiempo, como hemos probado

con anterioridad (Ec. B.30). Esta propiedad tendra una gran importancia en lo
que sigue. En un proceso de Wiener las variables aleatorias son iid, por lo que
se verifica

(e(t)e(t))y =6 (t—1t). (B.34)
El espectro del ruido (i.e., la transformada de Fourier de la funcién de correla-
cién) es pues

oo
Fw) = / (e(t)e(t 4+ T) e Tdr
_J:O
= / 5(r)eTdr = 1. (B.35)

Como vemos la funcién anterior es independiente de la frecuencia, por lo que
se denomina ruido blanco (white noise). A menudo se representa como

e(t) € WN(0,1)

Un proceso estocéstico con ruido blanco en un término aditivo describe el de-
nominado movimiento browniano aritmético.

El proceso de Wiener puede generalizarse afiadiendo un término de arrastre adt
al proceso estocastico dxr de manera que

dz = adt + bdz, (B.36)
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que conduce a una distribuciéon de media adt y varianza b veces mayor que la
del proceso dz. Asi pues, la ecuacién

dz = adt + bdz = adt + beV/dt (B.37)

representa un proceso difusivo (movimiento browniano aritmético).

Proceso de Ito: Una generalizacién muy tutil del proceso anterior es el denomi-
nado proceso de Itd, en el cual el término de deriva y el prefactor del término
aleatorio dependen de la propia variable aleatoria:

dzx = a(z,t)dt + b(z, t)dz, (B.38)
donde dz = ev/dt describe un proceso de Wiener.

C) Proceso de Lévy: en este proceso la variable €(t) que genera el proceso aleatorio
se distribuye de acuerdo con una distribuciéon de Lévy de indice o cuya forma
asintética es, como sabemos,

[(1+4 a)sin (%)
e

‘—1—04

fx) ~

~ | T

7 |z
Tal como vimos, estos procesos son estables, i.e. muestran invariancia bajo
adicién de variables aleatorias cuando 0 < « < 2. Ademds, ya sabemos que
la ocurrencia de sucesos extremos es para estas distribuciones varios érdenes
de magnitud mas probable que en el caso de una distribucién gaussiana (o« =
2), por lo que estos procesos presentan frecuentes discontinuidades y estén
asociadas a fenémenos multiescala.

D) Procesos autorregresivos: Se trata de procesos en los que la ecuacién del movi-
miento contiene términos de memoria, que dependen de los valores pasados
de las variables, por lo que estos procesos no tienen el caracter de procesos
markovianos. La ecuacién

2(t) = i anz(t — k) + e(t) + i Bre(t — k), (B.39)

describe un proceso ARMA (AutoRegresive Moving Average), que depende de
los valores de las pasadas p realizaciones de la variable y de las ¢ anteriores
realizaciones del ruido estocéstico, €(t).

En Econometria y Finanzas tienen una fuerte importancia los denominados pro-
cesos ARCH (AutoRegresive Conditional Heterokedasticity) y GARCH (Gene-
ralized AutoRegresive Conditional Heterokedasticity). Se trata de procesos que
presentan la propiedad de heterocedasticidad, que consiste en que la varian-
za del proceso no es constante, sino que depende de variables aleatorias. En

particular,
ety € WNI[0,0°(t)]
q
o’(t) = ao+ Z are’(t—k) (ARCH)
k=
q 1 P
o’(t) = ao+ Z are’(t — k) + + ZﬁkJQ(t — k) (GARCH)
k=1 k=1

(B.40)

6Conviene recordar que si z € N(0, 1), la variable
x=a+bz € N(a,b)

y que la media no es una variable aleatoria.
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En ambos casos la variable aleatoria se obtiene como una distribucién normal
de media cero y varianza dependiente del tiempo, o2(t), que depende a su vez
de algunos valores precedentes de la variable (ARCH) o de la propia varianza
(GARCH).

G) Movimiento browniano geométrico: Cuando el logaritmo de una variable aleato-

ria sigue una distribuciéon gaussiana, hablamos de una variable log-normal de
funcién densidad asociada

R <1nm—2u>2 1

flx) = \/ﬁae 2T, >0 (B.41)
cuyos momentos son my(0) = e™* exp(n202/2). Esta distribucién es de gran
importancia, por ejemplo, en finanzas ya que la tasa de retornos, més que el
cambio absoluto de los precios, es la variable aleatoria de interés y se acopla
multiplicativamente 7172 ...7,. Los incrementos de los logaritmos de los pre-
cios convergen de esta manera asintéticamente a una distribucién gaussiana de
acuerdo con el teorema del limite central. Sea y(t) el precio de un activo en
un instante determinado. El cambio de este precio en un intervalo de tiempo
posterior podemos escribirlo de la forma

S(t) =yt +1) —y(),
y el retorno o variacién relativa

St)  yt+1)
R(t) = —= & ————— =1+ R(t). B.42
T INTO © (542
En un intervalo infinitesimal de tiempo (continuo), tendremos S(t) = dy(t), de
forma que
dy(t
r(o) = W,
y(t)
que para variables aleatorias como y(t) no coincide con dlny(t), como veremos
posteriormente.
e.g. Si z(t) = 30e y x(1) = 31,57e , el precio relativo es 1,052, indicando que
la tasa de retorno es del 5,2 %.
La tasa de retorno acumulativa se define como el logaritmo del precio relativo’
y(t+ 1)}
r(t,t+1 :ln{i . B.43
(1) =1 |10 (B.43)

Teniendo en cuenta que se verifica la relacién

y(t + k) yt+k) yt+k-1) y@2) =1

Oyt k— D) g+ k=2 y() 2(0)’ (B.44)
tenemos
N ) R I (2 ) [yt k1) s
1{ 4{0) } : b@+k7ny“ Lu+kfm}+”+l[mmy
r0,t+k) = rt+k—1t+k) +r{t+k—2t+k—1)+..+70,1),
yt+k) = y(0)e"OtHR), (B.45)

7Como veremos en el tema siguiente, para datos de alta frecuencia

y(t+1)
y(t)

r(t,t+1)=1In |: :| =In[1+ R(t)] ~ R(t).
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Como vemos, la variacién relativa de precios se compone multiplicativamente a
lo largo del tiempo, mientras que su logaritmo (la tasa de retorno) lo hace aditi-
vamente. Evidentemente, en virtud del teorema del limite central, el logaritmo
del precio relativo serd una variable gaussiana cuando el tiempo transcurrido
sea suficientemente grande. Este es un resultado central, por ejemplo, en el mo-
delo standard de finanzas, segtn el cual las variaciones de los precios de activos
estdn distribuidas de manera log-normal (i.e. su logaritmo es gaussiano). Asi
pues, la variable aleatoria

dy(t) € WN(udt,o*dt),

y(t)
es un proceso de Wiener de media pdt y varianza o2dt. Este proceso se denomina
movimiento browniano geométrico, dado que y(t) sigue un proceso estocdstico
de tipo difusivo con ruido multiplicativo

dy(t) _ _
W = udt+odz = pdt + ceVdt,
dy(t) = py(t)dt + oy(t)eVdt. (B.46)

B.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas
Consideremos una ecuacién diferencial de la forma
dzx = a(z,t)dt + b(z, t)dz, (B.47)

donde dz es como de costumbre un proceso de Wiener y a(z,t) y b(z,t) son funciones
conocidas. Esta ecuacién diferencial contiene un término determinista, a(z, t)dt, y otro
de origen estocdstico, b(z,t)dz, que determina de manera directa sus propiedades
matemaéticas. La ecuacién anterior no es sino la version diferencial de la ecuacién
integral estocéstica

t

z(t) = z(0) + /a(x,t')dt/ + /b(m,t/)dz(t'). (B.48)

0
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Ejemplo B.3

Consideremos la ecuacién diferencial que describe el movimiento browniano arit-
mético con un término determinista de deriva y uno estocastico de fluctuacién

dz(t) = pdt + odz.

Integrando la ecuacién anterior tenemos z(t) — z(0) = ut + oz(t), y dado que z €
WN(0,t) es un proceso de Wiener, resulta que la variable z(t) es normal de media
ut v desviacién tipica o/,

1 _(@—pt)?
[ ——

2ot

que corresponde a un movimiento browniano.

Antes de proceder a un estudio semejante para el movimiento browniano geomé-
trico, hemos de introducir el denominado lema de It6, un resultado central del anélisis
estocéstico que generaliza la denominada, regla de la cadena del calculo convencional.®

Lema de Ité. Consideremos un proceso de Ito

dx

a(z,t)dt + b(z, t)dz
= dx = a(x,t)dt + b(x, t)eVdt.

Entonces, cualquier funcién G(z,t) de la variable estocéstica z y del tiempo es también
un proceso de It6 dado por

—— + =+ dt + b——dz.

_{.9G 3G 282G oG
dG*(a ot Eba2) oz

Para demostrar lo anterior, consideremos la expansién en serie de Taylor de la
funcién G(z,t)
18°G
2 Jxot

2
dG(z,t) = 9G 1+ 9% g ¢ 1%(dmf + %E)—(dt)2 +

e o 3 a2 92 dxdt + ...

Retendremos tinicamente términos de primer orden en los incrementos de las variables
x y t, dado que dz y dt son cantidades infinitesimales y por tanto sus cuadrados son
despreciables. Observemos no obstante que (dav)2 contiene términos lineales en dt,
dado su origen estocastico. En efecto

(dx)? a® (dt)® +b* (dz)® + abdtdz

= d®(dt)® + b*Edt + abdtdz

~ b,
donde hemos usado que dz = eV/dt por tratarse de un proceso de Wiener. Insertan-
do la expresién anterior en el desarrollo en serie de la funcién G(z,t) y reteniendo

8Recordemos que esta regla establece la diferenciacién de una funcién compuesta

(fog) (=) = f'(9(x))-g'(x)



B.3 Ecuaciones diferenciales estocasticas 452

Unicamente términos de primer orden en dt, obtenemos de manera directa

oG oG 1 9°G
dG(z,t) = Wdt+%dx+§b2ezwdt
0G 1, 4,0°G oG
(8t + 2b S dt + o (adt 4 bdz)
(0G| G [ 1,,.8°G oG
= <8t —|—aax + 2b € 5z dt+b8:c dz q.e.d. (B.49)

Este lema, auténtica regla de la cadena del calculo estocastico, establece que la fuente
de variabilidad aleatoria de cualquier funcién de un proceso estocastico de Wiener es
la misma. que la del proceso subyacente.’

Estamos ahora en condiciones de analizar el denominado movimiento browniano
geométrico en términos de la ecuacién diferencial correspondiente, Ec. (B.46):

dx(t) = pz(t)dt + ox(t)edt.

Realizando el cambio de variable S = In z y aplicando el lema de 1t6 con las siguientes
igualdades

s _ 1 o2s _ L
9z, — =T ox2 T
%—f:O a=pxr ; b=ox
tenemos
2
a
s = <f—%)dt+—d2

2
(,u — %) dt + odz. (B.50)

La ecuacién anterior implica que la variable S es una variable gaussiana, por lo que
z(t) es una variable log-normal. Integrando la ecuacién anterior obtenemos

x o?
In i ( — 7) t+oz, (B.51)

por lo que concluimos que

2
Inzx € N((,u— %) t702t>,

flz,t) = L1 [111 (%) _ (“ ~ %) t} : (B.52)

—e
Voro2t x *P 202t

Este proceso browniano geométrico es el modelo basico de difusién browniana de la
dindmica de precios de acciones en los mercados financiaros en el denominado modelo
estandar de finanzas, un resultado central de la mecéanica estadistica de mercados
financieros.

9Por ejemplo, esto es lo que sucede en el caso del riesgo en derivados de activos financieros
(opciones) la fuente del riesgo del derivado es la misma que la del propio activo subyacente
(acciones). Esta propiedad permite, en mercados gaussianos, neutralizar el riesgo de am-
bos activos mediante una adecuada combinacién, resultado central del denominado modelo
estandar de finanzas o modelo de Black-Scholes.
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B.3.1. Ecuacion de Fokker-Planck

Vamos a obtener ahora la ecuacién de Fokker-Planck, la cual, como veremos des-
cribe la evolucién de una distribucién de probabilidad bajo la influencia de un fuerza
de arrastre con componentes aleatorias. Veremos también que esta ecuacién estéd in-
timamente ligada con la evolucién de la distribucién de velocidades de un gas en la
colectividad canénica.

Esta ecuacion describe el comportamiento de un proceso de Markov continuo,
es decir, en vez de trabajar con variables discretas, describe la evolucién de varia-
bles continuas. Antes de continuar debemos introducir una versién de la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov, en la cual en vez de sumar sobre estados discretos Iz, integra-
remos a todos los posibles valores de x2. De esta forma, haciendo el paso al continuo
directamente, la Ec. (B.7) se convierte en

K(Z‘l,t1|$3,t3) :/dang(acl,tl\mg,tg)K(w27t2|x37t3). (B.53)

Vamos a suponer ahora que la distribucién de probabilidad K (z,t + At|z,t) muestra
una evolucién temporal suficientemente suave, por lo que

1 _
Al%r_l)lo EK(m,t—FAt\z,t) =W (z|z,t), (B.54)
1 a4
Alir—r}o A / (i — zi) K (z,t + At|z,t) = Ai(2,t) + O(e), (B.55)
lz—z|<e
1
Jim [ e w5 K+ At = Buy(a0) 400, (B560)
lz—z|<e

para todo € > 0, donde x; representa las diferentes componentes del vector xz. Con
estas condiciones podemos calcular la evolucién del valor esperado de una funcién
auxiliar f(z), a la cual le impondremos la condicién de ser dos veces diferenciable.
Por lo tanto:

o [ et @) =

= dim, 3, { [ ans@) (KG+ Atlnt) = KGott)]
= Aligloﬁ {/d:cf(a: (z,t + At]y,t") — /dmf(m)K(x,ﬂy,t')}
= L\HIEOAI { dof(z)K(z,t + Atly,t') — /dzf(z)K(z,t|y,t/)}. (B.57)

Aplicando la Ec. (B.53) a la primera de las integrales obtenemos:

O [ dnp@)K e tly, ) =

= lim i{/da:/dzf(aa)K(:Lyt—&—At|z7t)K(z,t|y,t')

Atao A

- /dzf(z)K(z,t|y, t')} . (B.58)

Usando que la funcién f(x) es dos veces diferenciable podemos expresarla sin pérdida
de generalidad como:

+Z 8z1 +Z 8z18z3 zi—2) (w5 —2;)+0 ((x - 2)°) . (B.59)
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Introduciendo esta forma funcional en la Ec. (B.58), tomando el limite | — z| < e e
integrando por partes obtenemos

9 . o .. ,
aK(xvtlyat ) - - 8721 I:Al(zvt)K(zvt‘yvt )}
19 /

+/dx (W (z|z, ) K (2, tly,t') — W(z|z,t) K (2, tly, t)],  (B.61)

que es conocida como la forma diferencial de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
(Gardiner (2009)). Si aplicamos esta ecuacién a un proceso para el cual W (z|z,t) = 0,
como es un proceso de Wiener, obtenemos la célebre ecuacién de Fokker-Planck:

9 n_ 9 1, /
aK(l’,t‘y,t ) - 8zl I:Al(z7t)K(Zat‘y7t )}
1 0 /
+ § iaziazj [B@j(Z,t)K(Z,ﬂy,t )] . (B62)

A continuacién obtenemos la solucién general para la evolucién de un proceso de
Markov estacionario unidimensional. En particular obtendremos la solucién para una
ecuacién diferencial del estilo:

dz(t) = A(z,t)dt + \/B(z,t)dW , (B.63)

donde dW representa la funcién estocédstica. Como ya hemos visto, los procesos esta-
cionarios se caracterizan por ser independientes del tiempo, es decir

0 n_
aK(w,ﬂy,t )=0. (B.64)

Para este caso la ecuaciéon de Fokker-Planck es particularmente sencilla y nos lleva a
que:

- Z a% [Ai(2) K (2ly)] + Z %%azj [B;,;(2)K (z]y)] = 0. (B.65)

Si particularizamos para un proceso unidimensional obtenemos la condicién

I AR Gly)) + 5 g [BEK (aly)] = 0. (5.66)

10
A(2)K(z,2) = 55~ [B(2)K(2,2)] (B.67)
cuya solucién general es:
C [ dwA(2)/B()
K(z,x) = P(z) = ——e¢ , (B.68)

B(2)
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donde C es la constante de normalizacién. Tomando logaritmos a ambos lados de la
ecuacién obtenemos:

log (P(z)) = log(C) — log(B(z)) + Z/d:c ggg,
0log(P(z)) _ 2A(z) _ 0B(2)

0z B(z) 0z '’
Az) = % [810géf(z))B(z) N alogéf(z))B(Z)} 7

1 [8log(P(2)) aB(z)} ’ (B.69)

R e

lo que constituye la soluciéon general de la ecuacién diferencial de Chapman-
Kolmogorov para distribuciones estacionarias. Llevando esta solucién a nuestra la
ecuacién diferencial B.63 obtenemos:

dz(t) = % {B(z)alOga(f () | alogéf (Z))B(z)] dt + /B(z)dW (B.70)

_1 {B (218G | 83(;)} dt + \/B()dW. (B71)

Dado que B(z) es una funcién arbitraria de z podemos, sin perdida de generalidad
realizar un cambio de variable 2B’(2) = B(z), con lo que obtenemos:

dz(t) = {B(z)alOgé}: (=) | alogéf (Z))B(z)} dt + \/2B(z)dW . (B.72)

Este resultado es la solucién general para la evolucién de la probabilidad de un proceso
sometido a una perturbacién aleatorio tipo Wiener controlado por una funcién B(z)
arbitraria. Como vimos en el capitulo 15, esta solucién es de gran utilidad para obtener
distribuciones de probabilidad de procesos activados térmicamente.

B.4. Ejercicios relacionados

Ejercicio B.1:
Recupérese la Ec. (B.61) a partir de la Ec. (B.58) (Gardiner (2009)).






Apéndice C

Introduccion a la teoria de
la informacion

C.1. Introduccién

La pregunta fundamental de teoria de la informacién es cudl es el c6digo éptimo
para la transmisién de un mensaje, entendido como el menos redundante. La natu-
raleza de la informacién es discutida, aunque esta relacionada de manera directa con
la transmision de sefiales entre sistemas, uno de los cuales, muy particular es nuestro
cerebro, capaz de procesarla y trasformarla en lenguaje, un cédigo especifico con ca-
pacidad de generacion de conceptos. Informacion es, en términos generales, cualquier
cosa que sea capaz de cambiar el estado de un sistema o el conocimiento de algo. Esto
permite clasificar dentro de la teoria de la informacién la propia interaccién fisica, y
disciplinas como la estadistica matematica, la mecéanica estadistica o la computacion,
que tienen que ver con la transmisién, cuantificacién/maximizacién o almacenamiento
de informacién sobre un determinado sistema o mensaje.

La teoria matemdtica de la informacién, originariamente introducida por Nyquist
(1924) y Hartley (1928) en los afios 20 del siglo pasado, y formalizada por C. E.
Shannon en los afios 40 (Shannon, 1948) usando métodos probabilisticos introducidos
por N. Wiener. El modelo de Shannon (también llamado de Shannon-Weaver en
algunos campos, aunque hay discrepancias sobre el grado de contribucién de este
ultimo), es un modelo que comprende los conceptos de fuente de informacién, mensaje,
transmisor, senial, canal, ruido, receptor, destino de la informacién, probabilidad de
error, codificacién, decodificacién, tasa de informacién y capacidad del canal, i.e.,
todos los pasos relevantes para la transmisién de un mensaje.

El presente apéndice estd dedicado a introducir de modo resumido los fundamen-
tos de la teoria de la informacién en sus variantes clasica y cuantica. Para ello, después
de introducir las definiciones bésicas del campo, se introduciréd la entropia de Shan-
non, la entropia conjunta, la informacién mutua y la longitud de descripcién minima.
Ademaés, introduciremos en el marco del formalismo cldsico medidas de informacién
generalizadas como las entropias de Renyi o Tsallis especialmente apropiadas para el
tratamiento de sistemas complejos. Finalmente, presentaremos la teoria cuantica de
la informacién con la introduccién de la entropia de von Neumann y el andlisis de sus
principales propiedades.

457
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Fuente/ o . Sumidero/
emisor Codificador Canal Decodificador receptor

A 4

Figura C.1: Sistema general de transmision de informacion

C.2. Definiciones basicas

Las principales definiciones a introducir en teoria de la informacién son las corres-
pondientes a los diferentes integrantes del sistema de transmisién de informacién ge-
neral (Fig. C.1). El flujo de informacién generado por un emisor (mensaje), habitual-
mente se codifica en una serie de simbolos extraidos de un alfabeto X = {a1,...,ax},
que, junto con la probabilidad de sus simbolos {P(a1),..., P(ax)}, define a la fuente.
Por su parte, el codificador traduce el mensaje de la fuente a un nuevo cédigo admitido
por el canal, que transmite -habitualmente comprimido y adaptado a la naturaleza
del canal- con una capacidad méaxima de sefales por unidad de tiempo (ancho de
banda) el mensaje a lugares (transmisién) o instantes (almacenamiento, grabacion,
sefial en diferido) diferentes. Este canal puede ser perfecto, pero lo habitual es que
incorpore ruido, i.e., se perturbe la distribucién de probabilidad de la fuente, lo que
resulta en una convolucién sobre la distribucién o distribuciones de una o més senales
procedentes de fuentes externas. El decodificador de informacion permite reconstruir
el mensaje emitido por la fuente de manera eficiente (con razonable similitud a pesar
del ruido intermedio en el canal), de modo que pueda ser utilizado por el sumidero o
receptor final del mismo.

C.3. Medida de informacion

Introduciremos ahora algunas medidas cuantitativas de la informacién que con-
tiene un mensaje, auténticos pilares de la teorfa. La cantidad de informacién (I) en
un mensaje la definiremos como aquella magnitud que verifique las siguientes propie-
dades:

a) Debe aumentar con el ntimero de simbolos (n) en el mensaje, cada uno de los
cuales puede verse como un evento aleatorio A con una probabilidad asociada
dada por la distribucién de la fuente, P(A).

b) En el caso de un simbolo cierto P(A) = 1, por lo que su contenido de informa-
cién es nulo I = 0, mientras que si ocurre un evento improbable, P(A4) — 0, e
I — oo.

c) Aditividad de la informacién: En la concatenacién de mensajes, cada uno con
contenido de informacién I;, la informacién se comporta de un modo aditivo

I=1,.

Teniendo en cuenta ahora que, como los simbolos en dos mensajes independientes
son independientes, P(M) = P(M1)P(Ms;), la medida que elijamos debe traducir el
producto en suma. Shannon (1948) probé que la tnica medida que verifica todas las
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propiedades anteriores es aquella que asocia un contenido de informacién a un evento
A en un mensaje, que sabemos ocurre con una probabilidad P(A)

I(A) = —klog P(A) (C.1)

donde k es una constante en principio arbitraria.! Esta expresién establece una re-
lacién entre cantidad de informacién y distribucién de probabilidad, y constituye la
base de la aplicacién de este formalismo en estadistica matemaética, mecdnica esta-
distica y, en general, en cualquier situacién en la que exista ausencia de informacién.
Asi, el contenido de informacién de una letra del alfabeto es I(a;) = —log P(a;), y la
entropia de Shannon es el contenido medio de informacién en el alfabeto,

k

§ =~ plai)logp(ai) (C2)

i=1

que es una medida de la incertidumbre asociada a la distribucion de probabilidad
p(a;). Naturalmente, esta entropia se maximiza para la distribucién uniforme p(a;) =
1/k.

Una forma alternativa de introducir esta medida de la informacién es la siguiente.
Sea un mensaje escrito en un alfabeto finito X = {au, ..., ax}, con probabilidades aso-
ciadas a cada caracter {p1,...,pr}. Si £ es un ndmero natural suficientemente grande,
dado un texto de longitud ¢ escrito en el alfabeto N, con caracteres estadisticamente
independientes habrd en promedio ¢p; (i = 1,...,k) apariciones del carcter a;. Asi
pues, el nimero total de mensajes de longitud ¢ estard dado por

J4 -7
Ay, ... .pn) = (&m)( L)p;’l)...
£—ALpy — - —Lpp_2
an,1

El nlimero minimo de bits de un cédigo binario para expresar dichas frases serd como
minimo log, A (el nimero de configuraciones distintas de un sistema de N bits es N,
de modo que el nimero minimo de bits necesario para representar un sistema con M
configuraciones distintas es la parte entera por exceso de log, M), es decir:

(C.3)

n—1
1 (A —p1—-—pi)
log,b A = — |
Og2 ln22n< Zp¢+1

In(#) — In((p1)!) — -+ — In((¢pn)!)
In2

(C.4)

donde, para la ultima igualdad se tuvo en cuenta que la segunda suma es telescépica.
Usando la aproximacién de Stirling Inf! ~ ¢In¢ — £ (justificada porque £ > 1) se

ITomaremos sin pérdida de generalidad k = 1
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obtiene:
PR
logobA = —— i Inp;
08y n2 Z pilnp
=1
» log, A
k
= - Zpi log, pi = -1 (C.5)
i=1
Asi vemos que el nimero minimo de bits es una magnitud independiente de la longitud
¢ del mensaje. S solo depende de los valores de p1, ..., pk, y representa, la cota inferior
(alcanzable) del ntimero de bits por caracter de mensaje que se necesita para transmitir
un mensaje con un alfabeto de k caracteres y probabilidades p1, ..., pk.

C.3.1. Axiomas de Khinchine

Khinchine (1957) formaliza la teoria de Shannon e introduce los cuatro axiomas
que debe cumplir una medida de la entropia (y por lo tanot de la informacién). Supues-
to un espacio de probabilidad finito A = {Xi}fvzl caracterizado por las probabilidades
{p:},, cualquier medida de informacién S sobre A debe satisfacer

1. S es una funcién continua y simétrica en las probabilidades S=S(pi, ..., pn ).
2. § alcanza su maximo cuando la distribucién de probabilidades es uniforme.
Esto formaliza naturalmente el llamado principio de equiprobabilidad a priori.

3. S no debe ser sensible ante sucesos de probabilidad nula:
S(p:l’ "'7pn) = 8(p17 "'7p7l7 O)'

El cuarto axioma estd relacionado con cémo se comporta la medida de informa-
cién con respecto a la unién de dos espacios de probabilidad. Sea B = {Y]}JMZI
otro espacio de probabilidad finito caracterizado por las probabilidades {g;}}2, .y
A x B = {(X;,Y;)}s; el lamado espacio producto. Si A y B son independientes,
las probabilidades de A x B son {pig;}i,;, pero esto no sucederd en general, ya que
habra correlaciones entre los sucesos, recogidas en el concepto de probabilidad con-
dicional, mediante la matriz Q;j, que satisface P(X;,Y;) = Q;;p:. El cuarto axioma
de Khinchine puede enunciarse de la siguiente manera:

4. SiA={X I, yB= {Y]}j‘il son dos espacios de probabilidad caracterizados
por las probabilidades {p;};_; ¥ {¢;}}Z1 (no necesariamente independientes),
la informacién del espacio producto A X B es:

S(A,B) = S(A) + > piS(BIX) (C.6)

=1
donde S(B|X;) es la informacién asociada a la distribucién marginal de X; € A.

Esta ecuacién suele expresarse de forma sintética del siguiente modo:
S(A,B) = S(A) + S(B|A), (C.7)

donde S(B|.A) se define como la entropia condicional de B dado A.
Puede verse que la inica medida de informacién que verifica los cuatros axiomas
de Khinchine es la entropia de Shannon introducida anteriormente. Por otro lado,
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ademas de la entropia incondicionada de Shannon, podemos considerar entropias en
muestras multivariantes tales como

1) Entropia conjunta, que es la medida de la incertidumbre asociada con el co-
nocimiento de un conjunto de variables. En concreto para el caso bivariante, si el

contenido de informacién de un par es I(z,y) = —klogp(z,y), la entropia conjunta
es el contenido de informacién promedio
S(A,B)y=— > plx,y)logp(z,y) (C.8)
zeA,yeB

donde A y B son los conjuntos soporte de los eventos A y B.

2) Entropia condicional. En la teorfa de la informacién, la entropia condicional
cuantifica la cantidad de informacién necesaria para describir el resultado de una
variable aleatoria B considerando que se conoce el valor de otra variable aleatoria A.
Asi, si el contenido de informacién promedio nos proporciona nuevamente la cantidad
de informacién condicionada:

S(BlA) =—- > p(w7y)1ogp;f;?;) (C.9)
zeAyEB

Naturalmente, esta medida de incertidumbre nos permite cuantificar la influencia de
las correlaciones sobre la cantidad de informacién disponible.

3) Entropia relativa o divergencia de Kullback-Leibler de dos distribuciones. Con-
sideremos dos espacios de probabilidad A y B (i.e., dos alfabetos) con los mismos ele-
mentos pero con probabilidades distintas {p; }i—1, {qz} 1. La divergencia de Kullback-
Leibler de q con respecto a p estd dada por

D(pllg) = sz ln sz Inp; — Zpl Ing; (C.10)

La igualdad se verifica cuando las distribuciones son iguales. Esto ultimo puede su-
gerir una relacién entre D y una distancia entre distribuciones relacionada con la
ganancia de informacién al pasar de las probabilidades de {p;} a {g;}. De hecho, si p
es la distribucién de probabilidad uniforme, D(p||q) = Spas(qg] + In(N) es la medida
BGS. En un contexto general, la divergencia de Kullback-Leibler estd relacionada
con la informacién mutua entre dos espacios de probabilidad A, B definidos por las
probabilidades {p:} y {g¢;}:

J(A,B) = (A B) — (A) - S(B)

IS

=1 j=1

= D(rllp®q) (C.11)

donde {r;} es la probabilidad del espacio conjunto A x B. La informacién mutua es
un concepto muy importante en teoria matemética de la comunicacién y representa
la informacién que accesible de A a partir de B. La divergencia de Kullback-Leibler
representa la informacién que se gana al pasar del sistema con una distribucién de
probabilidad a otra.

Ejemplo C.1
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= Caso aleatorio
mmm Frecuencia empirica

w

Entropfa

Polaco
Hangaro
Islandés
Checo
Danés
Espariol
Portugués
Alemén
Francés
Esperanto
Holandés
Italiano

Figura C.2: Entropfa de la distribucién empirica de caracteres en diferentes idiomas
comparada con la de una distribucién aleatoria de letras.

Entropia del idioma espaiiol y otros idiomas europeos. En la Fig. (C.2) podemos
ver la entropia incondicionada de letras en diferentes idiomas europeos. Podemos ver
que en todos los casos es inferior a la dada por una distribucién aleatoria. Por ejemplo,
para el espaiiol el valor es de 4.2, lo cual es inferior a log,(33) ~ 5,0 (los caracteres
acentuados fueron considerados como caracteres diferentes).

Ejemplo C.2

El hecho de que la entropia incondicional sea menor que la aleatoria implica una
correlacion entre letras, de manera que un determinado bloque en el texto condiciona
la ocurrencia de una letra. Esto puede verse en las entropias de j-tuplas

kI

k
Si==2_ > p(i)p(ils) logp(ils) (C.12)

s=1

En el caso de El Quijote k = 28 caracteres. Los resultados de las entropias condi-
cionales para diferentes longitudes de j-tuplas verse en la Tabla C.3. Podemos ver
que, debido a la correlacién entre letras, cuando consideramos j-tuplas muy largas,
la entropia condicional tiende a 0.

Ejemplo C.3

Mecéanica Estadistica. En el caso de la Mecanica Estadistica podemos ver el macro-
estado del sistema como un mensaje producido a partir del alfabeto de microestados
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Entropia Condicional

0 T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tamario de la k-tupla

Figura C.3: Entropia condicional de j-tuplas para El Quijote. La linea punteada se
corresponde con la entropia de caracteres aleatorios.

posibles, [, que son expresados, i.e. ocupados, con probabilidad P; en el curso de la
dindmica del sistema. El contenido de informaciéon promedio que tenemos sobre el
macroestado estd dado por la entropia estadistica

SP =-kgy PnP, (C.13)

donde kg es la constante de Boltzmann que ajusta las unidades correspondientes.

Ejemplo C.4

Evolucién hacia el equilibrio de un sistema fisico. La distribuciéon de probabilidad
6ptima que puede asociarse a una situacién de equilibrio (méxima incertidumbre o
entropfa) es la proporcionada por el principio de entropia méxima (PEM) de Jaynes,
0S = 0 sometida a las restricciones de la informacién conocida. Para un sistema al
que se le impone el valor medio de una determinada magnitud X, el PEM de Jaynes
establece que la distribucién 6ptima se obtiene maximizando

E:Zpkln%Jf(‘I’—l)zkarZ%Eka?; (C.14)
k=1 k k=1 k=1

i=1

donde {p}}7_; representa una distribucién de probabilidad de referencia (por ejem-
plo, la distribucién de probabilidad del equilibrio) y ®, {~;} son multiplicadores. La
solucién es

P = P exp <<1> - Zwa;) (C.15)
=1

Esta solucion es interesante, pues muestra el comportamiento exponencial de los pro-
cesos de relajacién, en el caso en el que p) represente la distribucién del equilibrio.
Profundizando mas en esta situacién, se puede estudiar la pérdida de informacién de
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un sistema que tiende al equilibrio:

D(pllpo) = > _ pr(Inpx —Inpy)
k=1

=> {peInps — piInp} — (px — pi) Inpi} (C.16)
k=1
Dado que se parte de una distribucién de no equilibrio, y se Hega a un estado de
equilibrio definido por probabilidades p{ = exp(\Ilo -> ?Xi):

D(pllpo) = > {Pk Inpy — pi Inpi — (p — pi) (‘1’0 - Zb’?%ﬁ) }
=1

k=1

—AS+> pIAX! (C.17)
i=1

donde AS = —AZ y AX" = 3°7_ (px — pp)X4i. Un ejemplo de aplicabilidad de la

ecuacion anterior se tiene por ejemplo, en el colectivo isotérmico-isobarico: sea un

sistema en contacto con un termostato a la temperatura Tp y un barostato a presién

Po que no estd en equilibrio termodindmico. La Ec. (C.17) relaciona la divergencia de

Kullback-Leibler con la exergia del sistema, A:

AE 4+ poAV —ToAS A

D = == 1
(pllpo) T = (C18)
donde, al trabajar en el limite termodindmico, tiene sentido la igualdad 1/T = g—g.

Esta relacién fue demostrada por Schlogl en 1967 (véase Schlogl (1993)) y tiene una
interpretacién interesante. La informaciéon que perdemos de un sistema que avanza
hacia el equilibrio es el trabajo ttil que podemos extraer de él, proporcionando una
base fisica para la interpretacién de la informacién.?

C.4. Otras medidas de informacion

C.4.1. Entropia de Renyi: sistemas cadticos

Sean A = { X }r—1 y B = {Y;}j—1 dos espacios de probabilidad caracterizados por
las probabilidades {px }r—1 y {¢j}j=1. La medida de Rényi se puede obtener relajando
el cuarto axioma de Khinchine y sustituyéndolo por:

S(BlA) = —f (Zpkfa(mk))) , (C.19)

siendo f una funcién invertible y positiva en [0, co]®. Se puede probar, de modo similar
al que se dedujo la expresién la medida de Shannon, que dicha medida debe satisfacer:

S(A)=—f"" <Zpkf(—1npk)) . (C.20)

2Este resultado, expresado en funcién de la entropia, recibe el nombre de teorema de Gouy-
Stodola, y establece que la destruccién de exergia en un sistema termodindmico es igual al
producto de la temperatura de referencia por la generacién de entropia.

3Noétese que lo que se estd haciendo es la f—media de las informaciones condicionadas.
Para el caso particular de la medida BGS, f es una funcién lineal
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Las funciones continuas f que satisfacen aditividad para sucesos independientes,
Z(A,B) = Z(A) + Z(B) se denominan funciones de Kolmogorov-Nagumo. Si A y
B son dos espacios mutuamente independientes, su informacién conjunta es la suma
de las informaciones propias de cada espacio:

n

S(A,B) = —f" (Z > mass (st +s,‘2>)>

=—f (Zn:pkf (821))> -5 (i 9 f (S](-Q))> : (C.21)
k=1 j=1

En particular, B es independiente de cualquier suceso X; € A y la distribucién de
probabilidad condicionada tendrd una informacién S(B|X;) = S(B) = S. De este

modo:
! (Zpkf (st” +5)> =f (Zpkf (s,i“)) +8. (C.22)
k=1 k=1

Definiendo la funcién fs(z) = f(z + S), la expresién anterior se resume en:

5t (ipkfs (S,i”)) =t (ipkf (s,i“)) : (C.23)

con lo que las funciones f y fs generan la misma media, luego deben tener una
relacién lineal(Hardy et al. (1952)): fs(z) = f(z + S) = a(S) f(x) + b(S). Forzando
la condicién f(0) = 0 se puede asumir sin pérdida de generalidad que b(S) = f (S).
De este modo se cumple la relacién:

a(z)—1 _a(S)—-1

f(z) f(8)
Siy =0, entonces f(x+S) = f(x)+ f(S), y por continuidad de f se tiene f(z) = Az
para A > 0, de modo que se recupera la medida BGS. Si v # 0, al aplicar la igualdad

anterior en x + S, se deduce que a debe satisfacer la igualdad a(x + S) = a(z)a(S),
y por la continuidad de a se llega a la expresién a(z) = e17#% con B # 1. De esta

=y =cte=a(z) —1=~f(z) (C.24)

forma tenemos que vf(x) = e=#% _ 1, con lo que sustituyendo en la Ec. (C.20):
_ 1 ~ 5
Sp(A) = 1— 3 In (;pk) (C.25)

que es la expresién de la medida de la informaciéon de Rényi. Esta entropia permite
recuperar en diferentes supuestos las entropias de Hartley (8 = 0), Shannon (8 = 1),
de colisién 8 = 2 o del minimo (8 — o).

C.4.2. La entropia de Tsallis: no extensividad

Antes de mostrar la expresién de la medida de Tsallis es necesario introducir de
forma breve el concepto de g—calculo. Definiremos la g—derivada de una funcién real

f como: < d) . f(x) = f(qz) (C.26)

dx T —qx

Noétese que cuando g — 1 la expresion coincide con la derivada usual. El estudio del
comportamiento de las funciones reales con este operador (que se comporta en general
de modo muy distinto a la derivada usual) se denomina g—célculo, y tiene utilidad en
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numerosos campos de la fisica y de la matemadtica, como en mecanica cuéntica (donde
normalmente se toma el valor de ¢ = h). El estudio del punto fijo de este operador
lleva a la nocién de g—exponencial y de g—logaritmo, que tienen las expresiones:

exp,(z) = (1+(1—qa)Ta
271 -1

T (C.27)

Ing ()

siempre y cuando 1+ (¢—1)x > 0 para exp,. Nétese que, a pesar de su nombre, ambas
funciones son potenciales, y que tienden a la exponencial y el logaritmo usuales cuando
q — 1. La medida de la entropia de Tsallis (1988) se define usando estas funciones:

n

L= =5 (1 - sz) =3 pelng (). (C.28)
k=1

k=1



Apéndice D
Apéndice Matematico

En el presente apéndice tratamos algunos de los aspectos cuantitativos de mayor
relevancia en esta obra.

D.1. Aproximacion de Stirling

La aproximacién de Stirling consiste en que:
In(N!) ~ NIn(N) — N, (D.1)

para N > 1. Existen varias formas de obtener esta aproximacién, pero quizis la mas
sencilla consista en partir de

N
In(N!) = Z In(s) (D.2)

y aproximar esta suma por la integral
N N
> In(i) = / In(z)dz = zIn(z) — x| = NIn(N) — N +1. (D.3)
i=1 1

Esta aproximacién de la suma por su integral es buena cuando N > 1, ya que la
funcién In(x) presenta un crecimiento muy lento para valores altos de z. Por lo tanto,
reteniendo tnicamente términos de primer orden en N, recuperamos la aproximacién

de Stirling de la Ec. (D.1).

D.2. Integral Gaussiana

A continuacion se demuestra que la integral de distribucién gaussiana entre
(=00, 00) toma el valor

I= /Oo e dr =/ (D.4)

—o0

467
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La resolucién de la integral en esta forma no resulta sencilla, si no que es preferible
calcular el valor de la integral al cuadrado, es decir

5 oo .2 oo .2 oo 2 o,
I" = / e “dx |- / e " dx :/ e dx/ e ¥ dy
:/ e*z2dm/ e*y2dy:/ / e ) dudy (D.5)

En esta forma es posible realizar un cambio a coordenadas radiales

27 e}
? :/ d9/ re" dr, (D.6)
0 0

que trivialmente puede resolverse para obtener

I’ = —we ™" =, (D.7)

0

con lo cual obtenemos directamente el resultado de la Ec. (D.4), el cual es facilmente

generalizable a
2

/ e (@@ bt gp — o=~ 5a, [T (D.8)
oo a

D.3. Volumen de una hiperesfera

El volumen de una hiperesfera en D dimensiones viene dado por la expresion:
D/2
™ D
V(R) = ———R D.9
(B = 7 (D.9)

Para obtener esta expresién partiremos de la integral:
tee —x? —z2 teo —z? ! f/2
Iy = // dxy..drye "1..e” " = / dxe =77, (D.10)

donde hemos usado la integral de una gaussiana (para una demostracién de dicha
integral véase D.2). Evidentemente, como sabemos del andlisis matemadtico, si hace-
mos un cambio a coordenadas esféricas generalizadas podemos reescribir la integral
anterior de la forma:

“+o0
I =/0 Sre~ L — %r(f/z)sf (D.11)

donde Sfrf~! es el determinante de la jacobiana de la transformacién (cambio de
variable) a coordenadas polares integrado en la parte angular, que coincide con el
drea de la esfera f-dimensional de radio r. Hemos usando, ademsds, la funcién gamma

de Euler: .
I'(n) :/ e " e
0

cuyas propiedades mas significativas son:
I'(n+1)=nl'(n)
ria)=1
I'(n+1)=nl!
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Igualando las Ecs. (D.10) y (D.11), tenemos:

27f /2
(f/2-1!
que no es sino el drea de la hiperesfera de radio unidad en el espacio de f dimensiones.

El volumen de una hiperesfera de radio R en un espacio de f dimensiones se puede
obtener facilmente integrando el area de la misma:

Sy = (D.12)

R
_ Fo1 _ SfRf _ 7Tf/2 ;L 71-f/2 f
Vi= [t = S5 = B R = R (D13)

recuperando asi la Ec. (D.9)

D.4. Expansion de Sommerfeld

La expansién de Sommerfeld es una expansién en serie para integrales del tipo

1(8) = /0 %de, (D.14)

con H (0) = 0. Integrando por partes, obtenemos

efle—n) H(Qe" ™, -
. 1
5/ eﬁ(e u)+1] € (D.15)

Adem4s, se ha extendido el limite inferior a -co con un error del orden exp(—fu).
Expandiendo H (e) en serie de Taylor en torno a € = u puede escribirse

s T ) [ e
1(8) = 5;) — /_OO [eﬂ(e—u)+1]2 de (D.16)
> H(m)
- Y e [T R (D.17)

Esta integral es calculable usando que

Iy, = ——dx D.18
[w (er +1)? ( )

toma el valor:
I 0
T (m=1DR2m (1 -2 ¢(m)

donde ¢(m) = >_7°, 1/k™ es la funcién zeta de Riemann (¢(2) = 7°/6; c(4) =
7*/90; <(6) = 7°/945...). En particular, cuando H (¢) = 1 obtenemos (derivando
ambos miembros de la integral resultante) la denominada expansién de Sommerfeld:

(D.19)

2

fle)=H(e—p)— % (kpT)* H' (e = p) + O [(kpT)" H" (e — )] (D.20)
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D.5. Expansion perturbativa del operador den-
sidad

Supongamos que el hamiltoniano de un determinado sistema perturbativo es H =
Ho + Hi. Entonces,

—BH
p=2S i Z= Tr{e_ﬁH} (D.21)
Considerando que g—g =—Hpy %Lé’ = —Hopo, podemos ver que

9

op
Integrando formalmente la ecuacién anterior entre 0 y 5 y teniendo en cuenta que
(eﬁHp) =1 en § = 0, tendremos que

(e’BH”p) = HopePHo + g—geﬁHo =M (Hy— H)p = - Hyp (D.22)

0 8/3/ 0

ﬁ !
— / " HoH, pdp’ (D.23)
0

—BHo

Asi pues, teniendo en cuenta que pg = e , podemos escribir,

B
p(B) = po (B) - / po (8~ 8) Hip (8') dp’

B
= 0 (B) - / po (8= 8') Hipo (8') dF'

0

B ! B, 17 /! /! 1/ 1/
—/ dﬂ/ dB" o (B — B.) Hipo (8 — 8" Hipo (8")
0 0

,/OB s’ /0ﬁ ag" /05” dg” (...) (D.24)

donde vemos cémo el operador densidad del sistema libre se comporta como un pro-
pagador en el espacio de temperaturas, lo que se represente graficamente en la Fig.
D.1
Hint
po(3') po(B—06")

Figura D.1: Representacién diagramatica de los primeros términos de la expan-
sién del operador densidad
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